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1. fejezet
Halmazok, relaciok, fuggvények

1. Halmazok

1.1. Feladat. Legyen X adott halmaz és A, B,C C X. Igazolja, hogy ekkor
teljestilnek a kévetkezdk:

1. AC B és B C A pontosan akkor, ha A = B,

2. AUB=BUAé ANB = BN A, azaz az unié- és a metszetképzés
kommutativ,

3. (AUB)UC =AU(BUC) é (ANB)NC = AN (BNC), azaz az unio-
és a metszetképzés asszociativ,

4. AU(BNC)=(AUB)N(AUC)é AN(BUC)=(ANB)U(ANCO),
azaz teljesiil a disztributivitas,

5 AUA=Aé ANA = A, azaz a metszet- és az unioképzés idempotens,
6. AUP=A6és AND =10,

7. AUX =X &8 ANX = A,

8. A=A,

9. 0=XésX=10

(AN B) = AU B (de Morgan-féle azonossagok),

11. (AuB)=A

10. AUA=X és AN
NB é
12. A\B=ANB,

A=,
S

Megoldds.

1. (a) Ha A = B, akkor a két halmaz elemei megegyeznek, azaz z €
A < z € B. Ennélfogva V x € A esetén = € B, igy A C B.
Hasonléan kapjuk, hogy B C A.

(b) Ha AC Bés BC A, akkor x € A <= z € B, tehat a két halmaz
egyenld.

2. € ANB<«<=zrcAésreB<=recBéarec A<z BNA

Hasonléan lathaté be az unidképzés kommutativitasa.

3. x€(AUB)UC < € AUB vagy x € C <= (r € A vagy = € B)

vagy © € C <= x € A vagy (x € Bvagy x € C) <= x € A vagy

9



10 1. HALMAZOK, RELACIOK, FUGGVENYEK

x € BUC <= x € AU(BUC). Hasonloan lathaté be a metszetképzés

asszociativitasa.

4. x€¢ AUBNC)<=zxze€ Avagyx € BNC <=z € Avagy (x € B és
reC)<= (reAésxeB)vagy (r€cAésze(C)«<—= € ANB
vagy t € ANC <= 2z € (ANB)U (ANC). A masik egyenlSség
hasonléan bizonyithat6 be.

5. 1€ (AUA) <=z € Avagy v € A<= x € A. Hasonlbéan lathato be a
metszetképzés idempotenciaja.

6. (a) 2 € AUD < z € Avagy v € ) < = € A, hiszen az iires

halmaznak nincsen eleme.

(b) z€ ANQ < 2z € Aésx €. Deilyen z elem nem létezik,
hiszen az lires halmaznak nincsen eleme. Tehat az AN() halmaznak
nincsen eleme, igy ANQ = (.

7. Az unioképzés definicidja miatt X C AU X. Viszont A C X és X C X,
igy AUX C X is teljesiil. Felhasznalva a feladat elss részét kapjuk, hogy
X = AU X. Hasonlé gondolatmenettel igazolhaté a masik egyenlGség
is.

8. xcA<= g A= 2 c A

9. x € ) <= = € 0. Ezt a feltételt teljesiti az alaphalmaz minden eleme,
igy ez a halmaz maga az alaphalmaz, X. Ebb{l és az eléz6 pontboél
kovetkezik a masik egyenlGség.

10. (a) z€ AUA<= o cAvagyr€c A<= € Avagyz ¢ A <

rzeX.

(b) r€eANA<+=rcAésrc A<=axc Aésx g A llyen elem
nem létezik, tehat ennek a halmaznak nincsen eleme, igy egyenld
az lres halmazzal.

1.2 € (AUB) <= 1 ¢ AUB <=2 ¢ Aésax ¢ B+ 2 € A és
r € B <= x € AN B. A masik egyenl6ség hasonléan bizonyithato be.

122 € A\B+=rcAésr¢gB<srcAésreB+<rcANB.

1.2. Feladat. Mivel egyenls a H = (AN (C'\ B)) U (A\ (B UC)) halmaz,
ha A ={n € N | n paratlan}, B={n e N |15 <n} éC={neN|n
harommal oszthato6}?

Megoldds. A C halmaz elemei azon természetes szamok, melyek harommal
nem oszthatok, igy C'\ B elemei a harommal nem oszthaté 15-nél kisebb
természetes szamok. Ezek koziil véve a paratlan szamokat kapjuk az A N
(C'\ B) halmaz elemeit: 1,5,7,11,13. Hasonléan okoskodva kapjuk, hogy
az A\ (BUC) halmaz szintén ezt az 6t elemet tartalmazza. H a két halmaz
unioja, igy H = {1,5,7,11,13}.
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1.3. Feladat. Legyen X adott halmaz és A, B C X. Vizsgalja meg, hogy
milyen A és B halmazok esetén teljesiilnek a kivetkezdk:

1. AUB=A,

2. ANB = A,

3. ANB = A,

4. AUB = A,

5. A\B=DB\A,

6. AU(BNA)=B,
7. (AUB)\ B =4,
8. AUB=ANB,

Megoldds.

1. Ha AUB = A, akkor az unioképzés definiciojabol kovetkezik, hogy B C
AUB = A, tehat B C A sziikséges feltétel. Tovabba B C A teljesiilése
esetén nyilvan teljesiil az egyenl@ség, tehat ez a feltétel elégséges is.

2. A metszetképzés definicidojabol kovetkezik, hogy A = AN B C B.
Tovabbéa, ha A C B, akkor AN B = A, tehat az egyenlGség pontosan
akkor teljesiil, ha A C B.

3. A metszetképzés definiciojabol kovetkezik, hogy A = AN B C A. Ez
csak akkor lehetséges, ha A = (), hiszen egy halmaznak és a komple-
menterének nincsen kozos eleme. Tehat A = X, igy a feladat feltétele a
kovetkez6 alakra irhato at: X N B = (). Ebbsl adodik, hogy B = ().

akkor teljesiilhet, ha A = () és A = X. Ekkor a feltétel a kovetkezs
alakra frhato at: 0 U B = X, tehat B = X.

5. A feladat feltétele a kovetkezd alakra frhato 4t: AN B = BN A. Ekkor
BNA=ANBcAé BNAcC A Igy BNA = (), hiszen A-nak és
a komplementerének nincsen kozos eleme. Ebbdl adddik, hogy B C A.
Hasonl6an kapjuk, hogy A C B, tehat A = B. Masrészt, ha az A és
a B halmaz egyenlGek, akkor az egyenlGség nyilvan teljesiil, igy adodik,
hogy A\ B = B\ A pontosan akkor, ha A = B.

6. AU(BNA)=(AUB)N(AUA) = (AUB)NX = AUB. Igy a feltétel a
kovetkezd alakra hozhato: AU B = B. Az 1. pont alapjan ez pontosan
akkor teljesiil, ha A C B.

7. (AUB)\B=(AUB)NB=(ANB)U(BNB)=(ANB)UW = ANB.
Igy a feltétel a kivetkezd alakban frhato: ANB = A. A 2. pont alapjan
ez pontosan akkor teljesiil, ha A C B.

8. AC AUB =ANB C B, tehat A C B. Hasonldéan adodik, hogy B C A,
azaz a két halmaz egyenls. Masrészt, ha A = B, akkor az egyenl&ség
trividlisan teljesiil, igy AUB=ANB <+ A=B.
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1.4. Feladat. Ha A, B, C paronként diszjunkt halmazok (azaz a metszetiik
tires), akkor mivel egyenlé az (A\ B)N(C\ B))U(CNA)U(ANBNC)
halmaz?

Megoldds. Mivel ANB = (), igy A C B, tehat A\B = ANB = A. Hasonl6an
kapjuk, hogy C\ B = C, CNA = A, és nyilvan AN BN C = (. Tehat
(A\B)N(C\B)U(CNAUANBNC)=(ANC)UAUD =0UA = A.
1.5. Feladat. Legyen X adott halmaz, tovibba A,B,C C X, Ac Bc C.
Mivel egyenlé az (AN B)U(AUB)U(AUC)\ (AN BNC) halmaz?

Megoldds. Mivel AC BC C,igy ANB=A, AUC =C, AUB = A és
AUBUC = C. Tehat (ANB)U(AUB)U(AUQC))\ (AUBUC) =
(AUAUC)\C=(XuO)\C=X\C=C.

1.6. Feladat. Hozza egyszeriibb alakra a kiévetkezd kifejezéseket:
1. (AUB)N(AUB),

2. (AuB)N(AUB)N(AUB),

3. (An(C\B)U(A\ (BuUCQ)),

4. AUB\(ANB))u(C\(CN(AUB))),

Megoldads.
Az atalakitasokal az 1.1. feladatban igazolt egyenlGségeket hasznaljuk.
1. (AUB)N(AUB)=(BUA)N(BUA)=BU(ANA)=BU()=B.
2. Az el6z6 pontban kapott eredményt felhasznalva a kovetkez6t kapjuk:
(AUB)N(AUB)N(AUB) = ((AUB)N(AUB))N(AUB) = BN(AUB) =
(BNA)U(BNB)=(BNA)UJl=DBNA.
3. (AN(C\B)U(A\(BUC))=ANn(CNB)U(AN(BUC)) =
(AN(BNC)U(AN(BNC))=ANnBNC.
AU(B\ (ANB)U(C\(CN(AUB))) =
AU(BN(ANB)U(CN(CN(AUB))) =
AU(BN(AuB)uU(CN(CU(AUB))) =

AU(BNnA)u(BNB)U(CNC)U(CN(AUB)) =
(AUB)N(AUA)U(CN(AUB)) =(AUB)U(CN(AUB)) =
(AUBUC)N((AUB)N(AUB)) = AUBUC.

1.7. Feladat. Igazolja, hogy tetszéleges A, B és C' hamazok esetén igazak

az alabbi egyenlGségek:

1. A=AU(ANB),

. A\B=A\(ANnB),

A\ (BUC)=(A\B)n
(AuUB)\C=(A\CO)U

(A\B)NnC=(AnC)\

2

~— —

(A\C) és A\ (BNC) = (A\ B)U(A\ O),
(B\C) és (ANB)\C = (A\C) N (B\ O)
B=(ANC)\ (BNO),

SN
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6. (A\(ANB))UB=AUB,
7. (AUB)NC =C\ (CnNn(AUB)),

Megoldads.
1. ANBCAé AC A igy AC AU(ANB) C A, amibdl az allitas
kovetkezik.
2. A\(ANB) = AN(ANB) = AN(AUB) = (ANA) U(ANB) = 0U(A\ B)
= A\ B
3. (a) A\ (BUC)=AN(BUC)=AN(BNC)=ANnANBNC
=(ANB)N(ANC)=(A\B)Nn(4\C)
(b) A\ (BNC)=An(BNC)=ANn(BUC)=(AnNB)U(ANC)
=(A\B)U(A\C). B
4. (a) (AUB)\C = (AUB)NC = (ANC)U(BNC) = (A\C)U(B\C).
(b) (ANB)\C =(ANB)NC=ANBNCNC = (ANC)N(BNC) =
(

A\C)N(B\O).
5. (A\B)NC=(ANB)NC=(ANC)NB=(ANC)\B.
A masodik egyenlGség az ismert szabélyokkal szintén levezethetd, de
abbol is latszik, hogy az A N C halmaz elemei C-nek elemei, igy B-nek
csak azon elemeit vessziik ki ebbdl a halmazboél, amelyek benne vannak
C-ben is, igy benne vannak a B N C halmazban. Tehat (ANC)\ B =
(ANnC)\ (BN C’)
6. (A\(ANB)UB=(AN(ANB)UB=(AN(AUB))UB = (AN
A)uU (AmB)uB (ANB)UB=(AUB)N(BUB)=AUB.
7. C\(CN(AUB)) =CnN((CN(AUB)) =CN(CU(AUB)) = =
(CNC)u(CN(AUB))=(AUuB)NC.
1.8. Feladat. Legyen A := {a,b,c} ahol a,b és c kiilonbéz6 elemek. Sorolja
fel A hatvanyhalmazdnak elemeit.

Megoldds.

P(4) = {0, {a}, {b} {c}.{a,b}. {a.c}, {b.c}, A

1.9. Feladat. Legyen A egy n elemif halmaz. Igazolja, hogy ekkor A hatvany-
halmazéanak 2™ darab eleme van.

Megoldds. Azt kell megvizsgalni, hogy hanyféleképpen képezhetiink részhal-
mazt A-bol. Legyen A := {a1,as,...,a,}. Vegyik A elss elemét, ai-et. Ezt
az elemet vagy belerakjuk a részhalmazunkba, vagy nem. Ez Osszesen két
lehetGség, két halmazunk van: (), {a1}. Vegylik a masodik elemet, ao-t. Az
el6z6 két halmaz mindegyike esetén tovabbi két halmazt kapunk aszerint,
hogy belerakjuk as-t vagy sem. Igy Gsszesen 2-2 = 4 darab halmazunk van:
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0, {a1}, {az2}, {a1,as}. Ezt folytatva, az n— 1-edik lépésben mar 2"~ darab
halmazunk lesz, melyek mindegyikébdl tovabbi két darab halmazt kapunk
aszerint, hogy an-et belerakjuk, vagy nem. Igy osszesen 2 - 271 = 2" darab
részhalmazt kapunk. (A feladatnak egy masik bizonyita a 2.51. feladatnéal
lathato).

1.10. Feladat. Legyenek A és B adott halmazok. Igazolja, hogy ekkor
P(ANnB)=P(A)NP(B) és P(A)UP(B) C P(AUB,).

Megoldis. H € P(ANB) <= H C ANB <= H C Aé H C B <
H e P(A) és H € P(B) <= H € P(A) N P(B). Tehat a két halmaznak
ugyanazok az elemei.

Masrészt, H € P(A)UP(B) <= H € P(A) vagy H € P(B) <= H C A
vagy H C B= H C AUB < H € P(AUB). Igy P(A)UP(B) C
P(AUB). (H C AU B-bél nem kévetkezik, hogy H C A vagy H C B!)

A forditott tartalmazas nem igaz. Példaul, ha A := {a} és B = {b}, akkor
P(A)U P(B) = {0,{a}, {b}} < {0,{a}, {b},{a,b}} = P(AU B).

1.11. Feladat. Igazoljuk, hogy tetszdleges A és By, Bs, ..., B, halmazokra

D:IZC:

(a)Aﬂ(BlUBQU'“UBn) (AﬂBZ'),

(b) AU(BiNBaN---NBy) = (AU B;).

.
Il
—

Megoldds. Csak az (a) részt bizonyitjuk, a masik egyenl@ség hasonloan iga-
zolhat6. Teljes indukciot alkalmazunk (lasd 2.23. feladat). Az allitas n =1
esetén trivialisan teljesiil, n = 2-re pedig a disztributivitasi szabalyt kapjuk.
Tegyiik fel, hogy az allitas igaz n = k esetén, azaz

k

AN(BiUByU---UBy) = | J(ANBy).

i=1
Felhasznélva a disztibutivitast és az indukcios feltételiinket, n = k + 1-re
kapjuk: AN(B1UByU---UBrUB41) = (AN(B1UB2U- - -UBy,))U(ANBj41)

k E+1

= <U (AN BZ)> U(ANBki1) = U (AN B;), ami éppen a bizonyitando
i=1 1=1

volt.

1.12. Feladat. Legyen I # () indexhalmaz, X halmaz, {A; C X | i € I}

indexelt halmazrendszer. Igazoljuk, hogy ekkor

(@) NA=UA4;,

iel i€l
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(b)) Udi=NA4
iel iel
Megoldds.
(a) xe A<=z ¢ | A < Jielugy hogy x & A; <= Ti € I ugy,
iel icl
hogy z € A; <=z € |J 4;.
el
b)yze|JAi<=zx¢g |JA <= Vicleseténz ¢ A; <= Vi € I esetén
1€l el
rcA <= xc A
el

2. Relaciok

1.13. Feladat. Legyen A = {a,b,c}, B = {a,b}. Irjuk fel az (A x B) N
(B x A) és az (Ax B)\ (B x A) halmaz elemeit.

Megoldds.

( b b

Bx A= {(a7 a)v (a7 b)? (a7 C)’ (b> a)a (ba b)7 (bv C)}
Ebbsgl kovetkezik, hogy (A x B) N (B x A) = {(a,a), (a,b), (b,a), (b,b)} és
(Ax B)\ (B x A) ={(c,a),(c,b)}.
1.14. Feladat. Legyenek A, B, C és D tetszbleges halmazok. Igazolja, hogy
ekkor teljestilnek a kovetkezdk:

1. Ax B=()<+= A= vagy B =10,

ha A és B nem lires, akkor AXx B=B x A<= A=B,

2.
3. (AUB)xC=(AxC)U(Bx(C)ésAx(BUC)=(AxB)U(Ax(O),
4. (ANB)xC=(AxC)N(BxC)ésAx(BNC)=(AxB)Nn(Ax(0),
5. (A\B)xC=(AxC)\(Bx(C)ésAx(B\C)=(AxB)\(AxC),
6.

AxXxBCCxD<«< AcCcCéBCD.
Megoldads.

1. Az allitas a Descartes-féle szorzat definicidjanak kovetkezménye.

2. Legyen A x B =B x A. Ha x € A, akkor Jy € B ugy, hogy (z,y) €
A x B. De ekkor (z,y) € B x A, tehat © € B, igy A C B. Hasonloan
kapjuk, hogy B C A, tehat A = B. Megforditva, ha A = B, akkor
Ax B=AxA=B x A teljesiil.

3. (xz,y) € (AUB)xC <= x € AUBésye C < (r € Avagy r € B) és
yeC<= (recAésycC)vagy (r€BésyeC) < (zr,y) € AxC
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vagy (r,y) € BxC < (z,y) € (AxC)U(Bx (). A masik egyenl&ség
hasonléan bizonyithato.

4. (z,y) e (ANB)xC<«<=z2x€cANBésyecC <= (xr€ Aésx € B) és
yelC«= (reAésyeC)és(xeBésyel) <= (r,y) € AxC
és (r,y) € Bx C < (z,y) € (Ax C)N (B x C). A masik egyenlGség
hasonléan bizonyithato.

5. (z,y) € (A\B)xC<=zx€A\Bésyec(C<= (r € Aésx ¢ B) ¢s
yelC«= (r€eAésyeC)és(xgBésyelC) <= (v,y) € AxC

s (x,y) € BxC < (z,y) € (Ax(C)\ (B xC). A masik allitas
hasonléan bizonyithato.

6. Ha A C C és B C D, akkor nyilvin A x B C C' x D. Forditva, legyen
Ax B C CxD. Ekkor haz € A, akkor 3y € B ugy, hogy (z,y) € Ax B,
tehat (z,y) € C x D, igy x € C, ezért A C C. Hasonloan kapjuk, hogy
B cD.

1.15. Feladat. Hatdrozzuk meg az alabbi f relaciok értelmezési tartoméanyat,
értékkészletét és inverzét:

1 f= {(17 6)7 (27 2)7 (37 7)7 (37 2)7 (57 7)}7

2. A=1{1,2,3,4}, B={1/2,1,2}, f = {(z,y) € A x B|z -y péros egész
szamy},

3. A= {_3717274}7 B = {_17074}7 /= {(x7y) € AX B]a:—i—y = 1}'
Megoldds.

L. Df:{1727375}7Rf:{27677}7f t= {(671)a(27 ) ( ) ( ) ) (775)}
2. f = {(17 2)7 (27 1)7 (27 2)7 (37 2)7 (47 1/2) (47 1)7 (47 2)}7 igy Df =4, Rf =
= {(1/274)7 (1,2),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3), (2,4)}-

f = {( ) (1 0)7(27_1)}7 igy Df { 37172} Rf {_17074}7
f=1{(-12),(0,1),(4,-3)}.

1.16. Feladat. Legyen A = {a,b,c,d}. Milyen tulajdonsagokkal rendel-
keznek az alabbi A-n értelmezett relacick? Ekvivalencia reldcié esetén adja
meg az A halmaz megfelel§ osztilyozasat, rendezés esetén pedig a halmaz
megfelelé sorbarendezését.

3.

1. fl - {(CL CL) ( ) (C7C)a(d’d)}7

2. fa={(a,c),(b,b),(d,b), (a,a)},

3. f3= {(C, b)},

4 f4 - {(a7d)7 (a7c)7 (d7 b)? (d7 a)? (c,a), (b7 d)}7

5. fs ={(a,a),(a,d),(d,a),(d,d), (c,c),(c,b), (b, c), (b))},

6. fo ={(aa),(ba),(a,b),(b,c),(c,b),(a,c),(c,c), (bb),(c,a),(d,d)},
7. fr=A(a,a),(a,c), (b,d),(d,d),(c,c),(c,d), (a,d), (b,a), (b,), (b,c)}
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. A fi relacid reflexiv, szimmetrikus, tranzitiv, antiszimmetrikus, tehat

ekvivalencia relaci6 és parcialis rendezés is. Az ekvivalencia relaci6 altal
indukalt osztalyok: {a}, {b}, {c}, {d}.

A fo relacié nem reflexiv, antiszimmetrikus, tranzitiv és nem teljes. (Ha
egy relacio nem reflexiv, akkor nyilvan teljes sem lehet.)

A f3 relacio nem reflexiv, antiszimmetrikus, tranzitiv és nem teljes.

A f4 relacio nem reflexiv, szimmetrikus, nem tranzitiv és nem teljes.

A f5 relacio reflexiv, szimmetrikus, tranzitiv, igy ekvivalencia relacio.
Az ekvivalencia relacio altal indukalt osztélyok: {a,d}, {b,c}.

A fg relacio reflexiv, szimmetrikus, tranzitiv, igy ekvivalencia reléacio.
Az ekvivalencia relacio altal indukalt osztélyok: {a,b,c}, {d}.

A f7 relacio reflexiv, antiszimmetrikus, tranzitiv, teljes, igy rendezési
relacio. Bevezetve a szokasos < jelolést (x < y ha xf7y), a halmaz
sorbarendése: b < a < ¢ <d.

1.17. Feladat. Milyen tulajdonsdgokkal rendelkeznek az alabbi reldciok?
Ekvivalencia relacié esetén adja meg az adott halmaz megfelel6 osztalyozéa-

sat.

NS Gk N =

9.

flCNXN7 mfly<:>:17:y7

L CNXN, zfoy <=z >y,

f3CNXN z2fsy <=z |y,

faCLXZ, xfsy <=z |y,

f5 CNx N, zf5y <= = — y paros,

fe CRxR, 2fey <=2 —-y€Q,

Legyen A egy adott sik egyeneseinek halmaza, f; C AX A, xfry < =
parhuzamos y-nal.

Legyen A egy adott sik egyeneseinek halmaza, fs C A X A, xfsy <= =
metszi y-t.

Legyen A egy adott sik egyeneseinek halmaza, fo C A X A, xfoy <= =
merdleges y-ra.

10. Legyen A adott halmaz, f19 C P(A) x P(A), zfioy <= = =1y.
11. Legyen A adott halmaz, f11 C P(A) x P(A), zfliy <=z C y.

Megoldads.

1.

Az f relacio reflexiv, szimmetrikus, antiszimmetrikus, tranzitiv és nem
teljes, igy ekvivalencia relécié és parcialis rendezés is. A relacid altal
indukalt osztalyok az egy elemid halmazok: {1},{2},{3},....

Az fo relaci6 reflexiv, antiszimmetrikus, tranzitiv és teljes, igy rendezési
relacio.

Az f3 relacio reflexiv, antiszimmetrikus, tranzitiv és nem teljes, igy par-
cialis rendezés.



18 1. HALMAZOK, RELACIOK, FUGGVENYEK

4. Az fy relacié reflexiv, tranzitiv, nem szimmetrikus és nem antiszim-
metrikus. Hiszen példaul —2|2 és 2| — 2, de 2 # —2.

5. Az f5 relacio reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv, igy ekvivalencia relécio.
Az indukalt osztélyok: {n € N| n paros} és {n € N| n paratlan}.

6. A racionalis és irracionalis szamok tulajdonsagai alapjan (lasd 2. fejezet
2. rész) belathato, hogy fs reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv, igy ekvi-
valencia relaci6. Az indukalt osztalyok: Q és Q +t := {¢ +t| ¢ € Q}
(t ¢ Q), azaz Q irracionalis eltoltjai. Két osztaly, Q+t; és Q+ty akkor
kiilonbozik egymastol, ha t; — to irracionélis.

7. Az f7 relacio reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv, azaz ekvivalencia relé-
ci6. A relacio altal idukalt osztalyok az egymassal parhuzamos egyene-
seket tartalmazzak.

8. Az fgrelacio reflexiv, szimmetrikus, nem tranzitiv, nem antiszimmetrikus
és nem teljes.

9. Az f9 relacié nem reflexiv, szimmetrikus, nem tranzitiv, nem antiszim-
metrikus és nem teljes.

10. Az fig relaci6 reflexiv, szimmetrikus, antiszimmetrikus, tranzitiv, igy
ekvivalencia relacié és parcialis rendezés is. A relacid altal indukalt
osztalyok az egy részhalmazbdl 4ll6 halmazok.

11. Az f11 relaci6 reflexiv, antiszimmetrikus, tranzitiv és nem teljes, igy
parcialis rendezés.

1.18. Feladat. Legye A, B adott halmazok, f C A x B relacié. Igazolja,
hogy ekkor

(a) Df—l = Rf,

(b) Ry = Dy,

(€ (fH)t=F
Megoldads.

(a) z € Dy1 <= 3z € A ugy, hogy (v,2) € f~! < 3z € A gy, hogy
(z,2) € f <= = € Ry.
(b) z € Ry <= Jz € B ugy, hogy (z,7) € f~! <= 3z € B ugy, hogy
(x,2) € f <= wx € Dy.
(© (@y)e(f )= (ya)ef = (z,y) € f
1.19. Feladat. Legyenck A, B,C, D, E, I adott halmazok, f C Ax B, g C
C x D, h C E x F relaciok. Bizonyitsuk be, hogy

(a) (fog)t=glof T,
(b) (fog)oh=fo(goh).

Megoldds.



2. RELACIOK 19

(a) (z,y) € (fog)™ ' < (y,z) € fog < Iz € Dy N R, 1gy, hogy

(y,2) € g és (z,2) € f < 3z € Ry-1 N D1 gy, hogy (z,y) € g~* ¢
(z,2) € [ = (z,y) €97 o f7h.

(b) (z,y) € (fog)oh <= 3z € DyN Ry D Dsoq N Ry, gy, hogy (x,2) € h

és (z,y) € fog < 3z € DyN Ry, gy, hogy (z,2) € hés Ju e DyN R,
agy, hogy (z,u) € g és (u,y) € f <= Fu € Dy N Ry D Dy N Ryop, gy,
hogy (z,u) € goh és (u,y) € f < (x,y) € fo(goh).

1.20. Feladat. Legyen A egy adott halmaz és f C A x A. Igazolja az

alabbiakat:

1L f=f1efcf,

2. ha f # 0, f irreflexiv és szimmetrikus, akkor nem tranzitiv (Az f relaciot
irreflexivnek nevezziik, ha Vx € A esetén z fx nem teljestil.),

3. f tranzitiv <= fo f C f,

4. ha f reflexiv és tranzitiv, akkor fo f = f (Igy példaul, ha f ekvivalencia
relacié vagy parcialis rendezés, akkor fo f = f.),

5. f ekvivalencia relacié <= f~1 ekvivalencia relcié.

6. f parcialis rendezés <= f~! parciélis rendezés.

Megoldads.

1. Ha f = f~!, akkor nyilvan f C f~!. Masrészt, legyen f C f~!. Ekkor,
ha (z,9) € f~! akkor (y,z) € f C f~. Igy (y,2) € f1, tehat (z,y) €
f. Ezért kaptuk, hogy f D f~1, tehat f = f~1.

2. Indirekt tegyiik fel, hogy f tranzitiv. f # 0, igy Jz,y € A ugy, hogy
(z,y) € f. Mivel f szimmetrikus, ezért (y,x) € f, és a tranzitivitas
miatt (x,z) € f, amely ellent mond az irreflexivitasnak.

3. Legyen f tranzitiv. Ekkor, ha (z,y) € f o f, akkor létezik z € A gy,
hogy (z,2) € f és (z,y) € f. Felhasznalva a tranzitivitast kapjuk, hogy
(z,y) € f, tehat fo f C f. Megforditva, legyen fo f C f. Ekkor ha
(z,2) € f és (z,y) € f, akkor a relaciok kompozicidjanak definicidja
miatt (z,y) € fo f C f, azaz (x,y) € f, tehat a f tranzitiv.

4. f tranzitiv, igy az el6z6 pontbol kovetkezik, hogy f o f C f. Mésrészt,
mivel f reflexiv, igy Vo € A esetén (x,z) € f. Ezért ha (z,y) € f, akkor
(z,y) € fof,tehat fC fof.

5. Az allitas egyszeriien adodik abbol az észrevételbsl, hogy f szimmetrikus
— f=f1

6. Legyen f parcialis rendezés. f reflexiv, azaz Va € A esetén (z,z) € f,

igy Vo € A esetén (z,7) € f~1, tehat f~! is reflexiv. Ha o # y és
(xz,y) € 71, akkor (y,x) € f, igy f antiszimmetriaja miatt (z,y) ¢
f, ennélfogva (y,z) & f~!, ezért f~! is antiszimmetrikus. Végiil, ha
(z,y) € f7hés (y,2) € [, akkor (z,y) € [ és (y,x) € f, igy f
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tranzitivitdsa miatt (z,z) € f, tehat (x,2) € f~1, azaz f~! is tranzitiv.
Azt kaptuk, hogy f~! reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv, tehat parciélis
rendezés. Ugyanigy lathato be, hogy ha f~! parcilis rendezés, akkor f
is az.

3. Fiiggvények
1.21. Feladat. Doéntsiik el, hogy az alabbi reldciok kéziil melyek fiiggvények:

A=1{1,2,4}, B=1{3,6,12}, f1 C A X B, xf1y < zy = 12,

L CNXN zfoy =z =y,

[3CNXN zfsy <=2 >y,

faCNXxN zfyy <=z |y,

Legyen P a primszamok halmaza, f5 C P X P, xfsy <= x| y.

fo CRXR, zfey < 2* = y?,

fi CRT xRY, afry <= 2% =2,

fs CR xR, zfsy < 2% +y? =4.

Megoldads.

1. f1={(1,12),(2,6),(4,3)}, tehat nyilvan fiiggvény.

2. fy nyilvan fliggvény, egy elem csak sajat magéval all relacioban. (fo az

N halmaz identikus fiiggvénye.)

f3 nem fiiggvény, mert példaul (3,1) € f3 és (3,2) € fs.

f4 nem fiiggvény, mert példaul (1,n) € f4 minden n € N esetén.

5. f5 fiiggvény, mert p,q € P, p|q esetén p = ¢, azaz egy elem csak sajat
magaval van relacioban. (f5 a P halmaz identikus fliggvénye.)

6. fe nem fiiggvény, mert példaul (1,—1) € fg és (1,1) € fe.

7. fr fiiggvény, ugyanis 22 = y? a pozitiv valos szamok halmazan csak
x = y esetén teljesiil. (f7 a pozitiv valos szamok identikus fiiggvénye.)

8. fs nem fiiggvény, mert példaul (2, —2) € fs és (2,2) € fs.

1.22. Feladat. Bizonyitsa be, hogy az f : X — Y fiiggvény akkor és csak

akkor invertalhato, ha barmely x,y € X esetén f(x) = f(y) csak gy lehet-

séges, ha x = y.

Megoldds.

Legyen f invertalhato. Indirekt tegyiik fel, hogy létezik olyan z,y € X

gy, hogy  # y de f(z) = f(y) = 2. Ekkor (z,2) € f & (y,2) € f, igy

(z,2) € f~1 és (z,y) € f~1, amely ellentmond annak, hogy f~! fiiggvény.

Megforditva, tegyiik fel, hogy f(z) = f(y) csak ugy lehetséges, ha x = y.

Legyen (z,z) € f~! és (z,y) € f~'. Ekkor (x,2) € f és (y,2) € f, azaz

00 NS Gk 0N
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z = f(x) = f(y), igy a feltételiinkbsl kovetkezik, hogy = = y, tehat f—1
fliggvény, azaz f invertalhato.

1.23. Feladat. Déntsiik el, hogy az alabbi fiiggvények kéziil melyek injek-
tivek, sziirjektivek illetve bijektivek. Amennyiben a fiiggvény invertalhato,
hatéarozzuk meg az inverz fiiggvényét is.

1. f1:N—=N, fi(n) =3n,

2. f2 : @ - Q) f2($) = 3$?

3. f3 ‘N — N7 f3(n) = n27

4. f4 : R — R, f4(:L’) = 332,

5. f5ZR—>R+, f5(.73):$ ,

6. fo:RT =R, fo(x) =22,

7. f? : R+ - R+7 f?(ﬂl’ = $27

8 fs: R\ {1} = R, fs(z) = {£.

Megoldds.

1. fi nem sziirjektiv, hiszen példéul 2 nincs benne f; képhalmazaban. Vi-
szont f(n) = 3n = 3m = f(m) csak n = m esetén teljesiilhet, igy
az 1.22. alapjan f; injektiv. A fiiggvény inverze: fl_1 :3-N — N,
f7n) =% ahol 3-N:={3n|neN} (Azf:X =Y, flz) =y
invertalhato fliggvény inverz fiiggvényének kiszamitasahoz ki kell fejezni
z-et y segitségével, majd = és y szerepét felcserélni. Az értelmezési
tartomany és az értékkészlet az 1.18. feladat alapjan adodik.)

2. fo sziirjektiv, hiszen hay € Q, akkor f(y/3) = y, tehat minden racionéalis
szam benne van a fiiggvény képhalmazaban. Hasonldéan az el6z8 ponthoz
belathato, hogy fo injektiv is, tehat bijektiv. f2_1 Q- Q, f(zx) = 3.

3. f3 nem sziirjektiv, példaul 2 nincs benne f3 képhalmazaban. Viszont
injektiv, és inverze: f3': D — N, f;1(n) = y/n, ahol D := {n? | n €
N}.

4. f4 nem sziirjektiv, hiszen a negativ valos szamok nincsenek benne fy
képhalmazaban. f; nem is injektiv, hiszen példaul f(—2) = f(2) = 4.

5. f5 sziirjektiv, de nem injektiv.

6. fg injektiv, de nem sziirjektiv. fG_1 :RT - R, fﬁ_l(a:) =z

7. fr injektiv és sziirjektiv, igy bijektiv. f-1:RT - RY, f-l(z) = /2.

8. fs nem sziirjektiv, mert 1 nem eleme a fiiggvény képhalmazanak. Vi-

szont fg injektiv, és fg '(z) = 122 = fg(z).

1.24. Feladat. Legyen g : X — Y, f:Y — Z fiiggvények. Igazolja, hogy
ekkor az f o g relacio is fiiggvény, és ha x € D4, akkor fog(x) = f(g(x)).

Megoldds.
Legyen (z,2z1) € fog és (z,22) € fog. Ekkor Jy; € Dy N R, ugy, hogy
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(z,91) € g és (y1,22) € f, tovabba Jys € Dy N Ry gy, hogy (z,y2) € g
s (y2,22) € f. Mivel g fiiggvény, igy y1 = yo. Ezért z; = 2o, mert f is
fliggvény. Tehat f o g fliggvény.

Tovabbé, ha z = (f o g)(x), akkor (x,2) € fog. Ekkor Jy € Dy N R, 1gy,
hogy (z,y) € g és (y,2) € [, azaz g(z) = y & f(y) = 2, tehat f(g(z)) =
z=(fog)()

1.25. Feladat. Legyen g : X — Y, f : Y — Z fiiggvények. Igazolja,

hogy Doy = Dy akkor és csak akkor, ha R, C Dy. (Ellenkezé esetben
Dyog & Dy )

Megoldads.

Legyen R, C Dy. Ekkor ha x € Dy, akkor 3y € Ry, C Dy, hogy (z,y) € g
és dz € Z ugy, hogy (y,2) € f, azaz (v,2) € fog, tehat x € D po. Igy
Dy C Dyo4, ami csak gy lehetséges, ha Dy = Dyo,.

Megforditva, legyen Do, = Dy és y € Ry. Ekkor Jx € Dy 1gy, hogy
(z,y) € g. Azonban x € Dyq, igy J2 € Z ugy, hogy (v,2) € fog. A
kompozici6 definiciojabol kovetkezik, hogy 3y’ € R,N Dy ugy, hogy (x,y’) €
g és (y,z) € f. Mivel g fiiggvény, ezért y = y/, tehdt y € Dy. Igy Ry C Dy.

1.26. Feladat. Hatdrozzuk meg az f o g fiiggvényt az alabbi f és g fligg-
vények esetén:

1. f:R—=R, f(z)=5zésg: R—R, g(x) = 4z,

2. f:R—=R, f(x) =z ésg:[0,00[— R, g(x) = 22,

3. f:RA\{0} =R, f(z )Z—esg 0,1[= R, g(z) = 2? + 1,
|

4. f:RT =R, f(z) = (x)esg.R\{O}HR,g(x)z—#.

Megoldads.

1. fog:R—=R, fog(z) = f(g9(x)) = f(4z) =5 (4x) = 20z.
fog:R—=R, fog(z) = flg(x)) = f(2?) =
fogi0,1[= R, fog(x) = f(g(x)) = f(2* +1
R, =R, Dy =R" igy R,N Dy = (), tehat f
1.27. Feladat. Legyenek g : X — Y és f : Y — Z adott fiiggvények.
Igazoljuk, hogy

- W

(a) ha f és g injektiv, akkor f o g is injektiv,
(b) ha f és g sziirjektiv, akkor f o g is sziirjektiv,
(c) ha f és g bijektiv, akkor f o g is bijektiv.

Megoldds.
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(a) Tegyiik fel, hogy (f o g)(z) = (f o g)(y), ahol x,y € X. Felhasznalva
az 1.24. feladat eredményeit, ekkor f(g(x)) = f(g(y)), igy f injekti-
vitasabol adodik, hogy g(z) = ¢g(y), melybdl g injektivitasa miatt kapjuk,
hogy x = y, tehat az 1.22. feladat alapjan f o g injektiv.

(b) g és f sziirjektivitasa miatt (f o g)(X) = f(g9(X)) = f(Y) = Z, tehat
f o g is sziirjektiv.

(c) Az allitas az el6z6 két allitas kovetkezménye.

1.28. Feladat. Legyenck g : X — Y és f : Y — Z adott fiiggvények.
Elsfordulhat-e, hogy

(a) f és g valamelyike nem injektiv, de f o g injektiv?
(b) f és g valamelyike nem sziirjektiv, de f o g sziirjektiv?
(c) f és g valamelyike nem bijektiv, de f o g bijektiv?

Megoldads.

(a) Igen, elsfordulhat. Példaul, legyen g : RT — R, g(z) = z, és legyen
f:R =R, f(x) =22 Ekkor fog: Rt = R, (fog)(z) = 2. Igy az
1.23. feladat 4. és 6. pontja alapjan f nem injektiv, de f o g injektiv.

(b) Igen, elsfordulhat. Példaul, legyen g : RT™ — R, g(z) = z, és legyen
f:R = R" f(z) =22 Ekkor fog: R" — RT, (fog)(z) = 22
Igy ¢ nem sziirjektiv, hiszen példaul a 0 nincs benne a képhalmazaban.
Viszont az 1.23. feladat 7. pontja alapjan f o g sziirjektiv.

(c) Igen, el6fordulhat. Példaul, legyen g : RT — R, g(z) = z, és legyen
f:R—=R", f(z) =22 Ekkor fog:RT — R" (fog)(z) = 22 Ekkor
sem g, sem f nem bijektiv, de f o g bijektiv.

1.29. Feladat. Legyen f : X — Y fiiggvény. Igazolja, hogy ekkor

1. foix=Ffésiyof=f,

2. ha f invertalhaté, akkor f~'o f =iy,

3. ha f invertalhato, akkor (f o f~1)(y) =y minden y € Ry esetén, igy ha
f sziirjektiv, akkor fo f~! =iy,

4. ha f invertalhaté, akkor f~1 is invertalhaté és inverzfiiggvénye f.

Megoldads.

1. foix = f belatasahoz ellendrizni kell, hogy a két fiiggvény értékkészlete
megegyezik-e, tovibba a fliggvényértékek egyenlGek-e az értelmezési tar-
tomany pontjaiban. R;, = X = Dy, igy az 1.25. feladat alapjan
Dy¢oiyy, = Diy = X = Dy. Tovabba (f oix)(z) = f(ix(x)) = f(x),
tehat a két fliggvény valoban egyenls. A masodik egyenl&ség hasonléan
igazolhato.
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2. Az 1.18. feladat alapjan Ry = Dy-1, igy Dy-1p = Dy = X = Dy
Legyen x € X és y := f(x). Ekkor f~l(y) = =, igy (f~'o f)(z) =
FH (@) = y) =2 = ix(x).

3. Dy = Ry, igy Dyog-1 = Dy-1 =Y = D;,. Legyen y € Ry és
x:= f~(y). Ekkor f(z) =y, fgy (fof N)(y) = f(f () = f(z) =
y =iy (y)

4. Az allitas kovetkezik az inverz fliggvény definiciojabol.

1.30. Feladat. Legyen f : R — R adott fiiggvény, A := {0,1,2},B :=

[~2,2] és C' =0, 1[. Hatdrozzuk meg az f(A), f(B), f(CO), f~'(A), f~(B)

és f 1( )halmazokat ha
flx) =
flx) = \ﬂ? 2],
flz):=Va2+1,
4- f(z) := sin(z).
(Adott f : X — Y fiiggvény esetén egy H C Y halmaz Gsképe vagy inverz
képe az f~1(H) := {x € X | f(x) € H} halmaz.)
Megoldds.
L f(A) ={0,4,8}, f(B) = [-8,8], f(C) =]0,4[, f~(A) = {0,1/4,1/2}
f7UB) = [-1/2,1/2], f~1(C) =]0,1/4[.
2. f(A)={0,1,2} = A, f(B) = [0,4], f(C) =1,2[, f1(A) = {0,1,2,3,4}
FUB) = [0,4], £1(C) =1, 2U)2, 3]
3. f(4 )—{1xf\f} £(B) = [L, V5], f(O) =]1,v2[, f71(4) = {-V3
0,v3}, f1(B) = [xff,f‘l():(b.
4. f(A) = {0,sin(1),sin(2)}, f(B) = [0,1], f(C) =0,sin(1)[, f~'(A) =
{kr | k€ ZYU{r/2 +2kn |k € Z}, f~1(B) =R, f710) = 10 +

2k, m + 2kn|.

1.31. Feladat. Legyen f : X — Y adott fiiggvény, A, B C X, C,D C Y.

Bizonyitsuk be, hogy

1. f(AUB) = f(A)U f(B),

2. f(AnB) C f(A)N f(B), és f(ANB) = f(A) N f(B) teljesiil minden
A, B C X halmaz esetén <= f invertalhato,

3. f(A)\ f(B) C f(A\ B) és f(A)\ f(B) = f(A\ B) teljesiil minden

A, B C X halmaz esetén <> f invertalhato,

f~cuD)=fHC)Uf (D),

f7HenD)=fH(C)n fH(D),

FUC\ D) = FHO)\ £1(D),

ha A C B, akkor f(A) C f(B),

NS Gk
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8. ha C C D, akkor f~1(C) c f~Y(D),
9. AcC f71(f(A)) és A= f~1(f(A)) teljesiil minden A C X halmaz esetén

<= f invertalhato,

10. f(f~YC)) c C és f(f~HC)) = C teljesiil minden C C Y halmaz

esetén <= f sziirjektiv.

Megoldds.

1.

2.

y € f(AUB) <= Jz € AU B, melyre f(x) =y < y € f(A) vagy
y € f(B) <=y € f(A)U[f(DB).
y € f(ANB) <= Jdx € AN B, melyre f(z) =y = y € f
y e F(B) <=y € f(A)N f(B) . lev f(ANB) C f(A) N f(B)
f(A) N f(B)-bdl nem kovetkezik, hogy 3x € AN B, melyre f(z) =y
A forditott tartalmazas nem mindig igaz. Példaul, ha f(x) = |z|, A =
[{—}1,0], B = [0,1], akkor f(A) = f(B) = [0, 1], mig f(ANB) = F({0}) =
0}.
Most bebizonyitjuk, hogy a forditott tartalmazas akkor és csak akkor
teljesiil minden A, B C X halmaz esetén, ha f invertalhat6. Legyen f
invertalhato, A, B C X ésy € f(A)Nf(B). Ekkory € f(A) ésy € f(B),
azaz Jr; € A, melyre f(x1) = y, tovabba Jzo € B, melyre f(z2) = y.
Mivel f invertalhato, csak egy olyan x € X létezhet, melyre f(z) =y,
igy t = x1 = 29 € AN B, tehat y € f(AN B), azaz f(A) N f(B) C
f(ANB).
Forditva, tegyiik fel, hogy minden A, B C X esetén f(A) N f(B) C
f(AN B). Indirekt tegyiik fel, hogy f nem invertalhato, azaz Jz1,x9 €
X, melyekre f(x1) = f(x2) = y és x1 # x2. Azonban ha A := {z1},
B := {x}, akkor f(ANB) =0, de f(A)N f(B) = {y} N {y} = {y},
amely ellentmondés.
ye f(AN\f(B) < ye f(A)ésy¢ f(B) = 3z € A\ B tgy, hogy
f2) =y ==y € F(A\B). Tay F(A)\ F(B) C f(A\ B) (Abbol
hogy 3z € A\ B, melyre f(x) = y, nem kovetkezik, hogy y € f(A) és
y & f(B)Y).
A forditott tartalmazas nem feltétleniil igaz. A feladat 2. részének
bizonyitasanal definialt f fiiggvény és A, B halmazok esetén f(A) \
7(B) =0, mig F(A\ B) = £(0,1]) =]0,1]
A forditott tartalmazas sziikséges és elégséges feltételének igazolasahoz
el@szor tegyiik fel, hogy f invertalhato, A, B C X ésy € f(A\B). Ekkor
Jzq € A\ B ugy, hogy f(x1) =y, igy y € f(A). Viszont f injektivitasa
miatt nem létezhet zo € B, melyre f(x2) = y, ezért y & f(B), tehat
y € F(A)\ F(B), azan [(A\B) C f(A)\ (B).
Maésreészt, tegyiik fel, hogy minden A, B C X esetén f(A\ B) C f(A)\
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f(B). Indirekt tegyiik fel, hogy f nem invertalhato, azaz Jzi,x9 € X,

melyekre f(z1) = f(z2) =y és x1 # x9. Legye A := {x1}, B := {x2}.

Ekkor f(A\B) = f(A) = {y}, de f(A)\ f(B) = 0, amely ellentmondas.

r€ fFH{CUD) < f(z) € CUD <= f(x) € C vagy f(z) € D —

r€ fYO)vagy z € fY(D) <=z € fL(C)U D).

r€fHCND)+= f(z) eCND < f(x)€Cés f(x) ED <=1 €

A C)ésxe f1(D) = xcf1C)nfYD).

1€ fHC\D)<= f(z) eC\D<+= f(x)€Cés f(x) g D<=z €

F(C) és o g f (D) <=z € 1)\ £1(D).

. Az allitas kovetkezik a halmaz képének definiciojabol.

. Az allitas kovetkezik a halmaz Gsképének definiciojabol.

r € A= f(x) € f(A) <= x € f~Y(f(A4)). Tehat A C f~1(f(A))

(f(x) € f(A)-bol nem kovetkezik, hogy x € Al).

A forditott tartalmazas nem feltétleniil igaz. A feladat 2. részének

bizonyitasanal definialt f fiiggvény és A halmaz esetén f~1(f(A)) =

f_l([[)? 1]) = [_17 1]'

Most megmutatjuk, hogy az egyenl@ség akkor és csak akkor teljesiil min-

den A C X halmaz esetén, ha f invertdlhato. Ed&szor legyen f inveral-

hato és x € f~1(f(A)). Ekkor f(z) € f(A), és felhasznalva f injekti-
vitasat adodik, hogy x € A. Igy f1(f(A)) C A is teljesiil, tehat a két
halmaz egyenld.

Masrészt, legyen f~1(f(A)) = A minden A C X esetén és indirekt

tegyiik fel, hogy f nem invertalhato, azaz 3x1,x9 € X, melyekre f(z1) =

f(ze) = y és w1 # x9. Legyen A := {x1}. Ekkor f(A) = {y} és

FHf(A) = {1, 22}, tehat A # f~1(f(A)), amely ellentmondas.

10. y € f(f71(0)) = 3z € f(C) tgy, hogy y = f(z) = f(z) € C
azaz y € C. Tehat f(f~1(C)) C C (y € C-bsl nem kdvetkezik, hogy
Jr € f~YC), melyre y = f(z). Ugyanis elsfordulhat, hogy y nincs
benne f képterében!).

A forditott tartalmazas nem feltétleniil teljesiil. Legyen példaul f = |z|
és C = [~1,0). Ekkor £(f~1(C)) = f({0}) = {0}.

Az egyenldség feltételének bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy f(f~1(C)) =
C minden C € Y halmaz esetén. C = Y valasztasival adodik, hogy
F(f7UY)) =Y, tehat Ry DY, amely csak Ry =Y esetén lehetséges.
Mésrészt, ha f nem sziirjektiv, akkor f(f~1(Y)) # Y, tehit az egyen-
16ség nem teljesiil minden C' C Y halmazra.

N v e

©

1.32. Feladat. Legyen f : X — Y fiiggvény, I # () indexhalmaz, {A; C
X | © € I} indexelt halmazrendszer. Igazoljuk, hogy ekkor
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1. f< Az’) = U f(4),
icl iel
2 f rm-) ) F(A),
icl iel
s (Ua) = U,
iel iel
L (na) =
iel iel
Megoldds.
1l.yef <U Ai> < Jz € |J 4;, melyre f(x) =y <= i € I gy, hogy
i€l el
xe A ésye f(A) <—=ye l fA).
el
2.y € f<ﬂ Ai> < dz € () A;, melyre f(z) =y = y € f(A)
iel 1€l
minden i € I esetén <= y € () f(A;). Tehat f <ﬂ Ai> C N f(A)
iel iel iel
(y € N f(A;)-bol nem kévetkezik, hogy Iz € () A;, melyre f(z) = y!).
icl iel
A forditott tartalmazas nem mindig igaz. Ellenpélda az 1.31. példa 2.
részének megoldasédban taldlhato.
3. x e f! <U Ai> — f(z) € U A; < 3Ti € I ugy, hogy f(z) € A;
iel iel
<= Jiel gy, hogy z € f7H4A) = xe U f1(4).
el
4. x e f! <ﬂ AZ’> <~ f(x) € (| Ai <= f(z) € A; minden i € I esetén
icl iel

<= x € f~Y(A;) minden i € I esetén <=z € () f~1(4).
iel






2. fejezet
Szamfogalmak

1. Val6s szamok

2.1. Feladat. Bizonyitsa be, hogy R-ben az egységelem és a nullelem egy-
értelmiien létezik.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy két nullelem létezik: 07 és 02. Ekkor 07 =
01 + O3 = 02, tehat a két nullelem egyenld egymassal.

Hasonléan, ha két egységelem létezik: 17 és 1o, akkor 17 = 17 - 15 = 1o.
2.2. Feladat. Legyen x,y,z € R. Igazolja, hogy ekkor
(a) hax +y =z + z, akkor y = z (az 6sszeadas egyszertsitési szabalya),
(b) ha x # 0 és vy = xz, akkor y = z (a szorzas egyszertisitési szabélya).

Megoldads.

(a) A testaxiomakat felhasznalva kapjuk, hogy y = y+0=y+ (z+(—x)) =
Wtz)+(-2)=(+y)+(-2)=@+2)+(-2) = (z+2)+(-2) =
z4+(z+(—x)=2+0==z

)y =y 1 =ylez™) = (ya)a~! = (ay)a™! = (az)a™! = (22)27" =
ez =2-1=2z

2.3. Feladat. Bizonyitsa be, hogy minden x € R szamnak egyértelmiien

létezik az additiv inverze, és ha x # 0, akkor egyértelmiien létezik a multi-

plikativ inverze is.

Megoldds. Tegyiik fel, hogy x-nek két additiv inverze létezik, aq és as. Ekkor
azonban x 4+ a; = 0 = x + a9, igy az Osszeadas egyszeriisitési szabélya
alapjan a1 = ag. Hasonléan, amennyiben z # 0, tegyiik fel hogy mq és mo
is multiplikativ inverze. Ekkor xmi = 1 = xms, igy a szorzas egyszertsitési
szabélya alapjan kapjuk, hogy mi = msy.
2.4. Feladat. Legyen z,y € R. Igazolja, hogy ekkor

1. 0-z =0,

2. xy = 0 pontosan akkor, ha x = 0 vagy y = 0,

3. —x=(-1x és —(x+y)=—x—y,

29
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4. —(—z) ==z, és hax # 0, akkor (z71)~! =z,

5. (—x)y =z(—y) = —(zy) és (—z)(—y) = 2y,

6. egyértelmiien létezik z € R, amelyre x = y + z (kivonési szabély, z jele
T — y);

7. ha y # 0, akkor egyértelmiien létezik z € R, amelyre x = yz (osztési
szabaly, z jele E vagy x : y.),

8 (xy) ' == 1y—1

Megoldds.

1. 0z 4+ 0x = (04 0)x = 0z = 0z + 0, igy az Osszeadas egyszertisitési
szabélya alapjan kapjuk az allitast.

2. Ha x = 0 vagy y = 0, akkor nyilvin zy = 0. Forditva, indirekt tegyiik
fel, hogy xzy = 0, de  # 0 és y # 0. Ekkor azonban 0 = 271 -0 =
Y (xy) = (z712)y = 1 -y =y, feltevésiinkkel ellentétben.

3. A feladat 1. részének felhasznalasaval z + (—z) = 0 = 0z = (1 +
(=1)z =1-2+ (-1)x = =+ (—1)z, igy az Osszeadés egyszertisitési
szabélya alapjan (—x) = (=1)z. Igy —(z+y) = (-1)(z+y) = (-1)z +
(Dy=-z+(-y)=-z—y.

4. (—z)+x=0=(—z)+ —(—=x), igy az Osszeadas egyszerfisitési szabalya
alapjan x = —(—x). Masrészt, hax # 0, akkor 2~ tr = 1 = 271 (a7 1)~
igy a szorzas egyszer(isitési szabalya alapjan x = (z=1)~1.

5. xy+(—x)y = (z+(—x))y = 0y = 0, igy a 2.3. feladat alapjan zry-nak az
additiv inverze (—z)y, azaz (—x)y = —(xy). Hasonloan, zy + z(—y) =
z(y + (—y)) = 20 = 0 alapjan —(zy) = z(—y). Végiil, felhasznalva az
el6z6 pontot kapjuk, hogy (—z)(-y) = —(z(-y)) = —(—(zy)) = zy.

6. Legyen z = 2+ (—~y). Ekkor y+2z = y+ (z+(~y)) = (y + ((—y) + ) =
(y+(—y))+x = 0+x = 0, tehat z létezését belattuk. Az egyértelmiiség
az Osszeadas egyszertisitési szabalyabol kovetkezik.

7. Legyen z = xy~ 1. Ekkor yz = y(zy~!) = y(y~lz) = (yyto) =12 =
x, tehat z létezését belattuk. Az egyértelmiiség a szorzés egyszertisitési
szabélyabol kovetkezik.

8. (zy)(=ly™ ) = ((@y)z Ny ' = ((wz Ny)y ' = Ly)y ' =yy~ ' =1,

igy a 2.3. feladat alapjan z~ly~! -1

= (zy)

2.5. Feladat. Legyenek xz,y,u,v € R, y # 0 és v # 0. Igazolja, hogy

ekkor
—-x —x x x
1. —_— = — 6 —:—:——7
;yu 4 Y Y J r uw  xv
2. —-—=—,éshau#0, akkor —: — = —,
y v y v yu
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g T U _wvtuwy w u_av—uy
y v yv y v yv
T  av
4. 221
Y yv
r u T+u
5 —4+—=
y oy Y
Megoldads.
x ~1 1 -
L — = (=2)(=y»)~" = (-D2)((-y) " = (D2)(-D7'y ) =
x
(D)) ™) =yt = 2.
Hasonloan _7% =(—2)y ' = ((-D2)y ' = (-(zy ") = —g, tovabba
—g =(-D(@y H=z(-) "y H=a(-y = —iy’ ahol felhasznal-
tuk, hogy (—1)~1 = —1.
rou_ -1 ~1y _ -1, -1 _ -1 _ Tu
2 22— oy ) = (@)t = @) e) ! = 2
Masrészt, ha u # 0, akkor
T ou _owuNTh o -1 —1y-1 _ -1 —1(, —1y=1Y} _
sy = o (0) e )T = @ (e e =
_ _ 1 _ xv
= (ay Hou™) = @)y luh) = (a0)(yu) =0
3. A korabbi eredményeket felhasznalva
Sy = et = e+ (w ) =

= (zv)(y~ ) + (wy)(y o) =

= (2v)(yv) "t + (uy)(yo) - A uy

yv

= (zv + uy)(yv)

Ennek alapjan

y vy v v yv yv
v L B - T
4= @)y = )y = ey o) =y =
T _rytuy —1, 1 1 T+u
b~ —= =((@e+uwy)y y ) =@+uwy =
YT Ty ((z +u)y)( ) = (z +u) y

2.6. Feladat. Azt mondjuk, hogy © < y ha x <y és x© # y. Igazolja, hogy
barmely x,y,u € R esetén teljesiilnek a kovetkezdk:

1. azx <y, x =1y, y < x esetek koziil pontosan egy teljesiil (trichotomia),
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2. haz <y, akkor x + u < y + u (Gsszeadas monotonitasa),
3. ha0 < x és0 <y, akkor 0 < zy (szorzas monotonitisa),
4. hax <y <wuvagy x <y < u, akkor x < u.

Megoldds.

1. A rendezési relacié és a < relacio definicioja alapjan nyilvanvalo.

2. Hax <y, akkor x < y. R rendezett test, igy x+u < y+u. Az dsszeadas
egyszerisitési szabalya miatt © + u # y + u (ellenkezs esetben x = y
kovetkezne), tehat © +u < y + u.

3. HoO0 <z és 0 <y, akkor 0 < x és 0 < gy, tehat 0 < zy. Hazy = 0
teljesiilne, akkor a 2.4. feladat 2. része alapjan ¢ = 0 vagy y = 0
kovetkezne, amely nem lehetséges. Tehat 0 < xy.

4. A feltételekbdl kovetkezik, hogy x < y < u, igy < tranzitivitdsa miatt
r < u. Ha z = u teljesiilne, akkor az ¢ = y = u egyenldségnek is
teljesiilnie kellene, amely ellentmond a feltételeknek.

2.7. Feladat. Legyenek x,y,u,v € R. Igazolja, hogy ekkor

r<y<=0<y—zr<— —y< -z,
r<y<=0<y—or <= —y < —z,

hax <y és 0 < u, akkor xu < yu; ha x <y és u <0, akkor yu < zu,
hax <y és 0 < wu, akkor zu < yu; ha x <y és u < 0, akkor yu < xu,
hax <y ésu <y, akkorx +u <y +wv,

hax <y ésu <y, akkor x +u <y + v,

ha0 <z <yés0<u<w, akkor xzu < yv,
ha0<ax <y és0<u<wv, akkor zu < yv,

ha x # 0, akkor 0 < x - x, speciélisan 0 < 1,

© 00Nk W=

10. ha 0 < z, akkor 0 < e és ha x < 0, akkor % <0,

<

)

1 1
11. ha0 < x <y, akkor — < —, és ha x <y < 0, akkor
Yy x

1 1
12. ha 0 < z < y, akkor — < —, és ha x <y < 0, akkor — <
Yy x
13. hax <y <u<w, akkoru—y <v—zx.

— | =

)

1
T
1
Y

Megoldds.

1. Haz <y, akkor z + (—x) <y + (—x), azaz 0 < y — x. Megforditva, ha
0 < y—ux, akkor O4+x < y—x+z, tehat z < y. A mésodik egyenl6tlenség
hasonléan bizonyithato.

2. Agz allitas bizonyitasa a < relacidé monotonitasit hasznélva az el6z6 pont
bizonyitasaval azonos.
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3. Ha z <y, akkor 0 < y — 2. Amennyiben 0 < u, akkor 0 < (y — x)u =
yu — xu, tehat zu < yu. Maésrészt, ha v < 0, akkor 0 < —u, igy
0<(y—x)(—u) =zu— yu, azaz yu < zu.

4. Az el6z6 pont bizonyitasdhoz hasonlé modon kapjuk az allitast: Ha
x <y, akkor 0 < y — x. Amennyiben 0 < u, akkor 0 < (y — z)u =
yu — xu, tehat zu < yu. Maésrészt, ha v < 0, akkor 0 < —u, igy
0 < (y—x)(—u) = zu— yu, azaz yu < zu.

5. Haox < yésu < v, akkor z +u < y+uésy+u < y+ v, tehat
rz+u<y-+w.

6. Az el6z8 pont bizonyitédsahoz hasonlé médon kapjuk az allitast.

7. Ha0 < a2 <yés0<u< v, akkor zu < yu és yu < yv, igy zu < yov.

8. Az el6z8 pont bizonyitédsahoz hasonlé médon kapjuk az allitast.

9. Ha = > 0, akkor a 2.6. feladat 3. része alapjén -z > 0. Ha = < 0,

akkor —x >0, igy 0 < (—z)(—z) = —(—z)(z) =z - x.

10. Legyen 0 < z és indirekt tegyiik fel, hogy — < 0. Ekkor azonban
x

1 1
a 4. pont alapjan 1=z -— <0-— =0, ami ellentmondas. A maésik

8

T
egyenlGtlenség hasonléan igazolhato.

. Igy 3. miatt

Sl

1 1
11. Ha 0 < z < gy, akkor 0 < — és 0 < —, ezért 0 <
Yy

1
€ Y

11 11 1 1
(— . —) z < <— . —) y, azaz — < —. Masrészt, ha x < y < 0, akkor
r 'y Ty y
1
1. és 2. miatt 0 < —y < —z. Ezért — < —, azaz —— < ——, tehat
-z -y z Yy
1 1
<z
Yy
12. Az el6z8 pont bizonyitasahoz hasonlé modon kapjuk az allitast.

13. z <y, igy —y < —z, ezért u—y < u—x. Felhasznélva, hogy u—x < v—x
(mert v < v) kapjuk, hogy u —y < v — .
2.8. Feladat. Bizonyitsa be, hogy az abszolit érték fiiggvényre barmely
z,y € R esetén teljesiilnek a kovetkezdk:

1. |x| >0, és |x| = 0 pontosan akkor teljesiil, ha x = 0 (pozitiv definitség),

2. | == = |z,
3. |zy| = |z||ly| (multiplikativitas),
1
4. x© #0 esetén |—| = —,
x| |zl
5. y # 0 esetén f‘ = m,
yl oyl

6. |z| <y<= —y<ax<y, tovdbba |z| < y <= —y <z <y,
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7. |z +y| < |x| + |y| (hdromszig egyenl6tlenség),
8. |l = lyl| < la —yl.

Megoldds.

1. Legyen x € R tetsz6leges. Ha x = 0, akkor |z| = z = 0. Ha = # 0,
akkor két eset lehetséges. Ha x > 0, akkor || = = > 0. Ha x < 0, akkor
a 2.7. feladat 1. pontja alapjan |z| = —z > —0 = 0.

2. Az abszolut érték definicioja alapjan nyilvanvalo.

3. Az abszolit érték definicidja alapjan nyilvanvalo.

1 1 1 1

4. Ha x > 0, akkor — > 0, igy ‘— = — = —. Maésrészt, ha = < 0, akkor
1 ) 111
— <0, ezért |—| = = = —.

x x xr -z |z
1 1 1
5. A feladat 3. és 4. része alapjan E‘ = |x- —‘ = |z| ‘—‘ =|z|— = m
y y y lyl 1yl

6. Ha x > 0, akkor |z| <y <= 0<2x <y. Hax <0, akkor a 2.7. feladat
4. pontja alapjan —x > 0. Ekkor |z| <y <= 0< —x <y <= —y <
x < 0. A két eset egyiittesen adja, hogy || <y <= —y <z <y. A
masik allitas hasonloan igazolhato.

7. Nyilvan z < |z| és y < |y|, ezért z+y < |x|+|y|. Hasonléan, —x < |z| és
—y < |yl, igy —(z+y) < |z]+ |y, ennélfogva —(|z|+y|) < x+y. Tehat
—(lz| + |y]) < x+y < |z| + |y|, melybsl az el6z8 pont felhasznalasaval
adodik az allitas.

8. Azel6zbek alapjan |z| = |z—y+y| < |[x—y|+]y|, tehéat |z|—|y| < |z—y].

Masrészt, |y| = |y —z + 2| < |z —y[+ ||, igy —[z —y[ < |z| - [y|. A6.
pontot alkalmazva kapjuk az allitast.

2.9. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ad : R x R — R, d(x,y) = |z — y|
tavolsdgra teljesiilnek a kévetkezdk:

(a) d(z,y) > 0, tovabba d(z,y) = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha v =y

(nem negativitas),

(b) d(z,y) = d(y,x) (szimmetria),
(c) d(z,y) < d(x,z) +d(z,y) (haromszog-egyenlitlenség).

Megoldds. Az abszolat érték fliggvény tulajdonsagait felhasznalva kapjuk az
allitasokat:

(a) d(z,y) = |z —y| >0, és d(z,y) = 0 akkor és csak akkor, ha z —y = 0,

azaz ha x = y.

(b) d(@,y) = |z —yl == (y—2)[ = |y — 2] = d(y,z).
(©) d(z,y) = |z —yl = |z — 24+ 2z —y| <|o—2[+]|z —y| = d(z,y) + d(y, 2)-
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2. Természetes szamok, egész szadmok, racionalis
szamok

2.10. Feladat. Legyen n,m € N. Mutassa meg, hogy

I. n+meN,

2. nm e N,

3. han #1, akkorn—1¢€ N,

4. han # m, akkorn —m € N vagy m —n € N.

Megoldds.

1. Legyen M := {n € N | minden m € N esetén n+m € N}. A természetes
szamok definicioja alapjan 1 € M. Tegyiik fel, hogy k € N, azaz minden
m € N esetén k+m € N. Ekkor viszont (k+1)+m=k+ (m+1) e N
minden m € N esetén, hiszen m + 1 € N. Tehat k+ 1 € M, igy a teljes
indukci6 elve alapjan M = N, melybdl kovetkezik az allitas.

2. Legyen m € N rogzitett. Nyilvan n = 1-re teljesiil az allitas, hiszen
1-m =m € N. Tegyiik fel, hogy valamely n = k € N esetén k- m € N.
Ekkor, alkalmazva az el6z6 pontot, (k+ 1)m = km +m € N, igy n =
k 4 1-re is igaz az allitas, tehat a teljes indukcié elve alapjan minden
n € N esetén igaz. Mivel m tetsz6leges volt, adodik az allitas.

3. Legyen M :={neN|n#1én—1¢eN}U{l}. Ekkor nyilvan 1 € M.
Tegyiil fel, hogy valamely k € N esetén k € M. Ekkor (k+1) — 1 =
k € N, tehat k + 1 € M, melybdl a teljes indukcio elve alapjan kapjuk,
hogy M = N.

4. Legyen m € N tetsz6leges. Az el6z8 pont miatt n = 1l-re teljesiil az
allitas. Tegytil fel, hogy valamely n = k € N esetén teljesiil az allitas.
Ha k—m e N, akkor (k+1) —m = (k—m)+ 1 € N a feladat 1. része
miatt. Ham—k € N, ésm—k # 1, akkorm—(k+1) = (m—k)—1 € N
a feladat 3. része miatt. Végil, ha m — k € N és m — k = 1, akkor
m = k 4+ 1, igy nem teljesiil a k + 1 # m feltétel. Ezek alapjan tehét
n =k + l-re is igaz az allitas.

2.11. Feladat. Legyen k,l € 7. Igazolja, hogy ekkor k +1 € Z, kl € Z és
—k e Z.

Megoldds. Mivel k,l € 7, igy léteznek olyan ni,no, mi, mo természetes
szamok, hogy k = n; — my és | = ng — mo. Ekkor azonban k + [ = (n; +
ng) — (my + ma), kl = (n1ng + mimg) — (nymg + nomy), —k = my — ny,
igy a 2.10. feladat alapjan ezen szamok felirhatoak két természetes szam
kiilonbségeként, tehat egész szdmok.
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2.12. Feladat. Legyen p,q € Q. Igazolja, hogy ekkor p + q, pq, —p és
ha p # 0, akkor — is racionélis szam (igy Q testet alkot az dsszeadésra és
p

szorzdsra nézve).

Megoldds. Mivel p,q € Q, igy léteznek olyan ki,ko,l1,ls egész szamok,
kilo + kaly
It Iy

l1ly
kik —k 1 1
q = 1—2, —p= s - = —1, igy felhasznalva a 2.11. feladatot ezek a
Ly L p ki o
szamok felirhatéak két egész szam hanyadosaként, tehat valoban racionalis

szamok.

2.13. Feladat. Mutassa meg, hogy R\ Q # 0, tehat létezik irracionalis
Szam.

hogy p = - 6s q= 2 Ekkor a 2.5. feladat alapjan p+q =

Megoldas. Bebizonyitjuk, hogy ha p € N primszam, akkor ,/p irracionalis.
Tegyiik fel indirekt, hogy p racionalis szam. Ekkor azonban van olyan
n,m € N, melyek egymaéssal relativ primek (legnagyobb kozos osztojuk 1),

n -

és /p=—. lgy pn? = m?, tehat plm, ezért p2\m2, ennélfogva p2\pn2,
m

kovetkezésképpen p|n, mely ellentmond n és m relativ prim voltéanak.

2.14. Feladat. Legyen r € Q és v € R\ Q. Mutassa meg, hogy ekkor

r+v e R\ Q, tovabba, ha r # 0, akkor rv € R\ Q.

Megoldds. Indirekt tegyiik fel, hogy r + v = ¢ € Q. Ekkor azonban az el6z6
feladat alapjan v = r + (—¢q) € Q, mely ellentmondés.
1
Hasonlban, indirekt tegyiik fel, hogy rv = ¢ € Q. Ekkor v = r— € Q, tehat
q
ellentmondésra jutottunk.

2.15. Feladat. Adjon meg két olyan irracionalis szamot, melyek dOsszege
illetve szorzata racionalis.

Megoldds. Ha x irracionélis, akkor kénnyen lathato, hogy —x is irracionélis,
de z + (—z) = 0 € Q. Masrészt, ha p € N primszam, akkor a 2.13. feladat
megoldasa alapjan ,/p irracionalis, viszont /p-/p =p € Q.

2.16. Feladat. Igazolja, hogy barmely két kiilonb6z6 valés szam kdzott van
racionéalis szam.

Megoldds. Legyenek x < y tetsz6leges valos szamok. Harom esetre bontjuk
a lehetGségeket:

(a) x < 0 < y. A 0 racionalis szam, igy talaltunk az allitdsnak megfelels
racionalis szamot.
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(b) 0 < & < y. Az archimedeszi tulajdonsag miatt létezik olyan n € N,
melyre n - (y —x) > 1, azaz nx + 1 < ny. Legyen

N :=sup{k e N |k <n-zx}.

Ez az elem létezik és véges, mivel egy nem iires halmaz szuprémuma.
Nyilvan létezik olyan m € N, melyre N — 1 < m < N < nx. Ezért
N <m+1, tehat

n-r<m+1<n-z+4+1<ny,

ezért x < <y, igy talaltunk z és y kozott racionélis szamot.

(c) z<y<O. ]Z:)lkkor 0 < —y < —x,igy a (b) rész alapjan van olyan r € Q,
melyre —y < r < —z, melybdl kapjuk, hogy z < —r < y, és —r a 2.12.
feladat alapjan racionalis.

2.17. Feladat. Igazolja, hogy barmely két kiilonb6z6 valés szam kdzott van

irraciondlis szam.

Megoldds. Ha x < y, akkor L < =, igy a 2.16. feladat miatt létezik

Y
olyan r # 0 raciondlis szam, melyre — < r < i, tehat © < v/2r < b. Ha

V2 V2

.. q .. AT
g = /2r racionalis volna, akkor a v/2 = < szam is racionalis volna, mely a
r

2.13. feladat megoldésa alapjan nem igaz.

2.18. Feladat. Legyen x,y € R és n,m € N. Bizonyitsa be, hogy

:L,na;.m — xn—i—m’
(zy)" ="y,
(xn)m — xnm’

ha y # 0, akkor <§> = —,
Yy

x
5. hax # 0, akkor — = z"~ ™.
xm
Megoldads.
1. Legyen m € N rogzitett. zla™ = xa™ = 2™t igy n = 1 esetén teljesiil

az allitdas. Tegyiik fel, hogy n = k-ra méar belattuk az allitdst. Ezt
felhasznalva xF+1g™ k ktm — ghtmtl oy k + 1-re is igaz

=

ok

=zx"z™ = zx
az allitas, igy a teljes indukci6 elve alapjan az egyenlGség igaz minden
n-re. Mivel m tetsz6leges volt, az allitas igaz.

2. Mivel (zy)! = zy = zly!, igy n = 1 esetén teljesiil az egyenlGség.
Tegyiik fel, hogy n = k-ra igaz az &llitas. Ekkor (zy)**! = zy(zy)* =
zy(zFy*) = (z2®)(yy*) = 2¥H1yF*1 tehat n = k 4 l-re is teljesiil az
allitas.
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3. Legyen m € N rogzitett. Az allitas n = 1 esetén teljestil, ugyanis
(xh)m = g™ = x!'™.  Tegyiik fel, hogy valamely n = k esetén igaz
az egyenl6ség. Az el6z6 két pontot felhasznalva (zF+1)™ = (zaf)™ =
a(xk)ym = gmghm = kM oy — k4 1ore is igaz az allités.

1
4. n =1 esetén az allitas teljesiil, hiszen (%) = % = ;—1 Tegyiik fel, hogy

n = k-ra is igaz az egyenldség. Ezt felhasznélva

<m>k+1 oz <x>k oz xk B xxk B s
y y \y y yb o gyt Rty

tehét az allitas n = k + 1-re is igaz.
5. Legyen m € N rogzitett. n = 1 esetén az allitas teljestil, hiszen
x T T 1 me1 me1

mm:m.xm—lzg'xm—lzl.x =7

Tegyiik fel, hogy n = k-ra is igaz az egyenlGség. Ezt felhasznalva

k+1 :L‘k

x
=r— =2ax
™ xm

Négy esetre bontva vizsgalodunk tovabb. Ha k—m € N, akkor a feladat

els6 része miatt za*~™ = 2F 1™ Ha k—m = 0, akkor zzF ™ = 2.1 =
! = 21— Ha m — k = 1, akkor

1

zzh M == =1 =40 = gFF-m,

x
Végezetiil, ha m — k € N és m — k # 1, akkor a feladat 1. és 4. része
miatt

l‘ﬂj‘k_m — € — - — 1 — xk—i—l—m‘

xm—k €T - xm—k’—l xm—k—l
Ezekbdl adodik, hogy az allitas igaz n = k + 1-re is.
2.19. Feladat. Legyen x,y € R és n,m € Z. Bizonyitsa be, hogy

1. ghg™ = gt
2. (zy)" =z"y",
3. (™)™ =™,
n "
4. hay # 0, akkor (—) = y_”

Megoldads.

1. Legyen n,m € Z. Ekkor négy eset lehetséges:
(a) mn,m € N. Ekkor az el6z6 rész alapjan igaz az allitas.
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(b)) neNeém=0, vagym e Nésn=0,vagy n=m =0. Az
elsé esetben 2™z = a™ -1 = 2" = 2"V, tehat igaz az allités.
A masodik eset hasonloan igazolhatd, a harmadik esetben pedig
nyilvinvaléan teljesiil az egyenlGség.

(¢) neNé —meNvagy —n € N és m € N. Az elsG esetet latjuk
be. Ha n+m € N, akkor a 2.18 feladat 5. része alapjan

2™ — :L,nx—(—m) — g — — :L,n—(—m) — xn—i—m
™ g™

"

Han = —m, akkor """ =2 =1 = — ="z
x

Ha —(n +m) € N, akkor

l,nxm — xn 1 — } — 1 — :L,n—i-m
xr—m xr—m r—m—n
xn
(d) —neNés —m e N. Ekkor
ZL‘nﬂj‘m — 1 — 1 — :En—l—m

r—Mp—m x—(n—i—m)
Legyen n € Z. Harom eset lehetséges.
(a) n e N. Ekkor az €l6z6 feladat alapjan teljestil az allitas.
(b) n =0. Ebben az esetben az allitas nyilvan teljesiil.
(¢) —neN. A 218. feladat 2. és 4. része alapjan

o = i ()< ()70)

1 1
) o)

:I;—TL y—TL

A feladat els6 részénél targyalt esetekre szétvalasztva végezhetd a bi-
zonyitas.

. A feladat masodik részénél targyalt esetekre szétvalasztva végezhets a
bizonyitas.

2.20. Feladat. Legyenek z,y € R, z > 0,b > 0, n,m € N és k € Z.

Bi
1

2.

3.
4.

zonyitsa be, hogy ekkor
-y = YV,
x Yz
y # 0 esetén T\L/j: —-,
U
VT =
x # 0 esetén Vak = ({/x)F.

Megoldds.
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1. A 2.18 feladat 2. része alapjan (/2 /)" = (V2)" (¢v/y)" = zy. Fel-
hasznélva, hogy egy nem negativ szdmnak egyértelmiien létezik nem
negativ k-adik gyoke (k € N), n-edik gyok vonéasa utan kapjuk, hogy
Yy = v/xy.

2. A 2.18 feladat 4. része alapjén < \/E> = (\/E)n = E, melybdl n-edik

Vi) ()"
gyok vonéasa utan adodik az allitas.
mn m\n

3. A 2.18 feladat 3. része alapjan (m {1/5) = (( kS Q/:f) ) = (/z)"

= x, melybdl m - n-edik gyok vonéasa utan adodik az allitas.
n

4. A 2.18 feladat 3. része alapjan (( {L/E)k> = (/)" = (( {L/E)")k = 2",

melybdl n-edik gyok vonédsa utan adédik az allitas.

. Igazolja,

1 .
2.21. Feladat. Legyenek k,j € 7 ésn,m € N ugy, hogy — = J
nom

hogy ekkor Vzk = /27 minden z € R, z > 0 esetén.
Megoldds. A feltételek alapjan km = jn, igy a 2.19. feladatot felhasznalva
()" = (7)==
- ey = (V) ) = ()"

Felhasznélva, hogy egy nem negativ szdmnak egyértelmten létezik nem ne-
gativ k-adik gyoke (k € N), n - m-edik gyokot vonva kapjuk az allitast.

2.22. Feladat. Legyen z,y € R, 2 > 0, y > 0 és p,q € Q. Mutassa meg,

hogy
1. aPxd = gP+a,
2 ar P4
x4 ’
3. (zy)P = aPyP,
p D
y (f =2
y yP
5. (xP)? = 2P
Megoldds.
. )
Legyen p = =, q= L, ahol n,m € Nés k,j € Z. A 2.19., a 2.20. és 2.21.
mn

m
feladatokat hasznéljuk az atalakitdsokban.

km+jn T Ve Yo T om/ T
1_ $p+q =X nm el Y ;Ukm_'_jn el " gjkm Y ;U]n el v ij Ky 3;‘.7 el ;Up:L‘q'
. km Y pkm / rk P
km—jn nm - nm | L T T T
2, [L‘p_q = nm = V mkm_]n = = g

o R R a9
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2.23. Feladat. Bizonyitsa be teljes indukciéval, hogy minden n természetes

szam esetén igazak a kovetkezdk:

1
1. 1+2+~'+n:”(”T+)7
9 12422 4. 42 Mt CEL)
. - 6 )
2
13493 1. 1pd— ("(“+1)>
. . ,

3

4 1424224 4o l=on 1,

5228 43.22 4. 4 (n+1)2" =2"Fn,
6. 1+3+5+---+(2n—1)=n?

7

1 2

3 )
1 2 3
8§ 1:2.342.3 44 +nnt+n+2) = "F )(”4+ )(n +3)
o L4t L .1
1.2 2-3 nn+1) n+1’
10, 2+t ! =_"
"1-3 3.5 2n—1)(2n+1) 2n+1’
1 1 1 n
11— + —

I T
13 (1—i <12>1><1+<T>n1+1> n4 2
: 22 32 i) T

Megoldads.

?

1. Agz allitds n = 1 esetén teljesiil, hiszen 1 = 1. Tegyiik fel, hogy az allitas

igaz valamely n = k szémra, azaz

k(k + 1)

L24 b= =
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Ezt felhasznalva, n = k + 1 esetén

1424 +k+(k+1) = Q4+24+---+k)+(k+1)
k(k+1) 2(k+1) (k+1)(k+2)
N 5 T 2 2 '

tehat az allitas igaz n = k + 1-re is. Igy a teljes indukci6 elve alapjan
az allitas minden n € N esetén teljestil.
2. Az allitds n = 1 esetén teljestil, hiszen 1 = 1. Tegytik fel, hogy az allitas
igaz valamely n = k szémra, azaz
k(k+1)(2k +1)

124224 k2= : .

Ezt felhasznalva, n = k + 1 esetén

k(k+1)(2k +1 k+1)2
12492 4 p B2 4 (k4 1)2 = (k+1)( +)+6( +1)

6 6
(k4 6(k+1)2k+1)(k+1) (14K + 19k +6)(k + 1)
B 6 N 6
 (k+2)k+3)(k+1)  (k+1)(k+2)2(k+1)+1)

- 6 - 6 ’

mely éppen az allitds n = k + 1-re.
3. Az allitas n = 1 esetén teljesiil, hiszen 1 = 1. Tegyiik fel, hogy az allitas
igaz valamely n = k szdmra, azaz

13+23+-~+k3=<

Ezt felhasznélva, n = k + 1 esetén

2 3
P+ 4+ 4B+ (k4173 = <M> +M

2 4
(B +4k+1)(k+1)? (K +4k+1)(k+1)2

N 4 N 4

(k2% +1)2 (k+1)(k:+2)>2

B 4 B ( 2 '

mely éppen az allitds n = k + 1-re.
4. Az allitas n = 1 esetén teljesiil, hiszen 1 = 1. Tegyiik fel, hogy az allitas
igaz valamely n = k szdmra, azaz

14+2+22 4. 42k 19k 1
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Ezt felhasznélva, n = k + 1 esetén
1424224 42k tpob—(@F )42k =9.2F 1 =9kl

mely éppen az allitds n = k + 1-re.
. Az allitas n = 1 esetén teljesiil, hiszen 4 = 4. Tegyiik fel, hogy az allitas
igaz valamely n = k szdmra, azaz

2.2143.22 4. 4 (k4 1)2F =2k,
Ezt felhasznélva, n = k + 1 esetén
2.2 4322 4. 4 (K +1)2F + (k4 2)28 L = oFFlp 4 okl 1 2)
=282k +2) = 2F1 . 2(k + 1), = 2" 2 (k + 1),

mely éppen az allitds n = k + 1-re.
. Az allitas n = 1 esetén teljesiil, hiszen 1 = 1. Tegyiik fel, hogy az &llitas
igaz valamely n = k szdmra, azaz

14+34+5+-+(2k—1) = k>
Ezt felhasznalva, n = k + 1 esetén
14+34+5+-+2k—1)+Q2Fk+1)—1)=k>+ 2k +1) = (k+1)%

mely éppen az allitds n = k + 1-re.
. Az allitas n = 1 esetén teljesiil, hiszen 2 = 2. Tegyiik fel, hogy az allitas
igaz valamely n = k szdmra, azaz

k(k+1)(k + 2)

124234+ +k(k+1)= ; .

Ezt felhasznélva, n = k + 1 esetén

12423+ +k(k+1)+ (E+1)(k+2)
k(k+1)(k+2) +3(/~c+1)(k+2) _ B+ (k+2)(k+3)

3 3 3

mely éppen az allitds n = k + 1-re.
. Az allitas n = 1 esetén teljesiil, hiszen 6 = 6. Tegyiik fel, hogy az allités
igaz valamely n = k szdmra, azaz

124284 - k(k+ Dk +2) = WEFDELDELI)
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Ezt felhasznalva, n = k + 1 esetén

1-2- 42344+ k(k+1D)(k+2)+ (E+1)(k+2)(k+3)
k(k+1)(k+2)(k+3) 4(k+1)(k+2)(k+3)
4 * 4
(k+1)(k+2)(k+3)(k+4)
4
mely éppen az allitas n = k + 1-re.

1 1
Az allitds n = 1 esetén teljesiil, hiszen 3=735 Tegyiik fel, hogy az

allitas igaz valamely n = k szamra, azaz

1 1 1 k
T2 23T TRk RrL
Ezt felhasznalva, n = k + 1 esetén
1 1 1 1 k 1
T2 23 " READ  hrDGEF2) kil GEDk12)
k(k+2) 1 (k+1) 1

G012 T eDk+2)  h+DE+2)  Gk+DHL2)

mely éppen az allitds n = k + 1-re.

1 1
10. Az allitas n = 1 esetén teljesiil, hiszen 3=73 Tegyiik fel, hogy az

allitas igaz valamely n = k szdmra, azaz
1-3 3.5 2k—-1)(2k+1) 2k+1
Ezt felhasznalva, n = k + 1 esetén

1 1 1 1
13735 T @moD@iD  Qh+D) -DRGFID D)
k 1 k(2k + 3) 1

Tl kA Dk+3)  k+1)2k13) | @kt D)2k +3)

k(2k +3) +1 2k +1)(k+1) kE+1

S k+1)(2k+3)  (k+1)(2k+3)  2k+1)+1’

mely éppen az allitds n = k + 1-re.

1 1
11. Az allitas n = 1 esetén teljesiil, hiszen 171 Tegyiik fel, hogy az

allitas igaz valamely n = k szdmra, azaz

1-4 4.7 (B3k—2)(3k+1) 3k+1
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Ezt felhasznélva, n = k + 1 esetén

1 1 1 1

T4 37 T BBk ) Bhk+ ) —2Bk+ )+ 1)

ok 1  kGBk+4) 1

T3l GRADGBE+d)  Bh+)BkL4) | Bkt DBk +4)
KBE+4)+1  GkrD(k+1) k41

Bk+1)Bk+4) Bk+1)Bk+4) 3k+1)+1’

mely éppen az allitds n = k + 1-re.
12. Az allitas n = 1 esetén teljesiil, hiszen 2 = 2. Tegyiik fel, hogy az
allitas igaz valamely n = k szamra, azaz

(1+1) <1+%>...<1+%>:k+1.

Ezt felhasznalva, n = k 4+ 1 esetén

(1+1)<1+%>...<1+%> <1+k—_1u> _ (kﬂ)(Hk_Jlrl)

= (k+1)+1=k+2
mely éppen az allitds n = k + 1-re.
3 3
13. Az allitds n = 1 esetén teljesiil, hiszen 1= 1 Tegyiik fel, hogy az

allitas igaz valamely n = k szamra, azaz

<1‘2i2> <1_%> <1‘ <k+11>2> = S

Ezt felhasznélva, n = k + 1 esetén

(-2) () - () (- )
k+2 1 k+2 1
D TUES) <1_(k+2)2>:2(k+1)_2(/~c+1)(k:+2)
(k+2?-1  (k+3)(k+1)  k+3

2k +1)(k+2) 20k+0(k+2) 20k+2)

mely éppen az allitds n = k + 1-re.

2.24. Feladat. Bizonyitsa be teljes indukciéval, hogy minden n természetes
szam esetén igazak a kovetkezdk:

1. ha h > —1, akkor (1 + h)"™ > 1+ nh és egyenlség pontosan akkor
teljesiil, ha n =1 vagy © = 0 (Bernoulli egyenlStlenség),
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1 1 1
2. et ——=>1
n+1+n+2+ +(n—l—l)2 ’
1 1
3 1+—=++—=2=2vVn,
e
n+
4. 1+ -4+ ey — =
5 < +2+3+ +2n+1_1,
51 1 1 1 1
Megoldds.
1. Agz allitds n = 1 esetén teljesiil, ugyanis 1 +h > 1+ h. Tegyiik fel, hogy

az egyenlStlenség fennéll valamely n = k estén, azaz
(1+h)* >1+kh.

Ezt felhasznalva, a 2.7. feladat alapjan n = k + 1-re kapjuk, hogy
(L+h) = Q+n)F1+h) > A +Eh)(A+h) =1+kh+h+ kh?

= 1+ (k+1)h+kh?>>1+(k+1)h.
A teljes indukcio elve alapjan tehét az allitas minden természetes szamra
teljesiil. A bizonyitds menetébdl adodik az egyenlGségre vonatkozo al-
litas is.

., . C11er .11 1 13 .

n = 1 esetén teljesiil az allitas, ugyanis — + - + — = — > 1. Tegyiik

2 3 4 12
fel, hogy igaz az egyenl6tlenség valamely n = k esetén, azaz

1 1
FES R RS R

Ennek segitségével n = k + 1 esetén kapjuk, hogy

1 1 1
GrD11  GrDs2 T2

1 1 1 1 1
T R T R e e i S (T

1 1 1 1 1 1

_|_

TRAL Rtz D rDEal T r2?  Rad

1 1 1
14— ... _
” +(k+1)2+1+ +(k:—|—2)2 E+1

2k + 3 1 (2k +3)(k+1) — (k +2)?
ZlJr(/<:+2)2_k+1_1Jr (k+2)2(k+1)

E+k—1

=14 — " >,
(k+2)2(k+1)
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1
L a T Kifeiegd
GriR+l T e A

(k4 2)2 — (k+1)? = 2k + 3 darab tagbol all, és minden tag nagyobb,

ahol felhasznaltuk, hogy az

vagy egyenld, mint m
. Az allitas n = l-re igaz, hiszen 1 > 1. Tegyiik fel, hogy fennall az
egyenlGtlenség valamely n = k esetén, tehat

1 1 1
1+ —=+ =+ +—=>Vk

V2 V3B Vk

Ennek alapjan n =k + 1-re

1 1 1 1 1
I+ —4—F—+ -t —=+—>Vh+ ——
NSIERVE] VE  VE+1 VEk+1
_VEVE+T+1  VEVE+L kit

= =vk+1.
VEFL T VE+l VE+1

. Az allitds n = 1 esetén nyilvanvaléan teljesiil, ugyanis 1 <1+ = + —.

2 3
Tegyiik fel, hogy az egyenlGtlenség igaz n = k esetén, tehét
bl <1+ L + = + e+ !
2 2 3 2k+1 17
Ekkor n = k + 1-re
1+ ! + ! + e+ !
2 3 2k+2 1
_1 1 1 1 1 1
R S S S W S v B Ve
k+1+2k+1_k+1+1_k
2 2k+2 2 2 2
1
ahol felhasznaltuk, hogy az SR 4+ -+ Pl kifejezés
2k+2 1 — (281 — 1) = 2F+1 darab taghol all, és minden tag nagyobb,
e , C 11 11 .
. Az allitas n = 1 esetén teljesiil, hiszen 1 + 3 + 3% < 2. Tegytik fel,
hogy az egyenlGtlenség igaz n = k esetén, tehat

11 1
I+ -4t ot <k+1
ottt <kt
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Ekkor n = k + 1-re

1 1 1 1
T3t T
1 1 1 1 1
:1+§+§+"'+2k+1_1+2k+1+"'+m
2k+l
<k+1+wzk+l+1:k‘+2,

ahol felhasznaltuk, hogy az 4+ -+ kifejezés

9k+1 2k+2 _ 1

1
2k+1 darab tagbol all, és minden tag kisebb, vagy egyenlé mint SR

2.25. Feladat. Igazolja, hogy ha x1,...,x, pozitiv valés szamok, akkor
teljesiil a szamtani és mértani kozép kézotti Osszefiiggés:

T+t
A, = e e > Gy = Yrixe - Ty,
n
tovabba egyenl6ség akkor és csak akkor teljesiil, ha x1 = x9 = -+ = x,,.

Megoldds. A bizonyitast teljes indukcioval végezzik. Az éllitds n = 1-re
teljesiil, hiszen A1 = 21 = 1 = G1. Tegyiik fel, hogy valamely n = k
esetén fennéll az egyenl6tlenség: Ap > Gy, és egyenldség akkor és csak akkor

teljesiil, ha x1 = x9 = - - - = ;. Ekkor n = k+1 esetén a kovetkez6t kapjuk:

1 k Th41

k+1 k+1( k+ Tkt1) k<k+1+(kz—|—1)-Ak>
Tr+1 1
= A 1 — .

’“( +<(/~c—|—1)Ak k+1>>
_ Tkl > 0, igy Thtl > —1, tehat alkalmazva a Bernoulli-
(k+1)A, (k+1)Ar k+1

egyenlGtlenséget kapjuk, hogy

k
AR e (1 (e 1 !
kot (k+1A, k+1

(A1 <1+(k+1) <(kik1r)lAk - kil))

_ k+1Lk+1 4k
= (Ap) A = Ay - Try,

v
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. . Th41 1
ahol egyenl@ség pontosan akkor teljesiil, ha — = 0, azaz ha
&Y &P Freest (k+1)Ar k+1 “az
ZTra1 = Ag. Tehét, az indukcios feltevést felhasznalva
A’,zii > Aﬁ C Xyl > Gi CXpal =X Xk Tl = G]]zﬁ,

melybdl kapjuk, hogy Axy1 > Giy1, és egyenlGség akkor és csak akkor

teljesiil, ha 1 = -+ = xp és w41 = A, azaz ha ) = -+ = T = Tj4q.
2.26. Feladat. Igazolja, hogy ha x1,xs,...,x, pozitiv valés szamok és
rix -, = 1, akkor x1 + x9 + --- + x, > n, és egyenléség pontosan
akkor all fenn, ha t1 = 9 = -+ = Ty.

Megoldas. A feladat az el6zé feladat kévetkezménye. Ugyanis

An::L‘l—l-:Ez—l—...—i-iL'n > G, = Vi, =1,

n
és egyenlGség akkor és csak akkor teljesiil, ha x1 = x9 = - - - = x,, igy n-nel
val6 szorzés utan kapjuk az allitast.
2.27. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha x1,xs, ..., x, pozitiv valés szamok,
akkor
x x x
T2 T3 I
T T x
Megoldds. Mivel Sz " =1, igy alkalmazva az €l6z6 feladatot az
T T T2 X3 T
1 T2

x

. ==, =% szamokra kapjuk az allitast.

Tro I3 I

2.28. Feladat. Igazolja, hogy tetszbleges x1,2,...,Tn,Y1,Y2,---,Yn € R
esetén

n 2 n n
(a) <Z mzyl> < <Z xf) <Z y?) (Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyen-
i=1 i=1 i=1

I6tlenség),

n n n
(b) /> (@i +yi)? < \/Z z? + \/Z y? (Minkowski-egyenl6tlenség).
i=1 i=1

i=1

Megoldads.

(a) Legyen f: R — R, f(t) = > (it + y;)®. Nyilvan minden t € R esetén
i=1
(1) > 0, tovabba

ft) = (imf) 242 (ix1y1> t+ Zn:yf
‘ i=1

=1 =1
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Ha Ty =X = - = x, = 0, akkor az alhtas nyilvan teljesul Legyen
Z x? > 0. Bevezetve az a = Z x2, b =2 Z xTiy; és ¢ = Z y? jeloléseket
=1 =1 =1 =1

adodik, hogy az f(t) = at? + bt + ¢ méasodfoku, pozitiv foegyiitthatoji
fiiggvény akkor és csak akkor nem negativ minden ¢t € R esetén, ha a
diszkriminénsa nem pozitiv, tehat b% — 4ac < 0, azaz

' (2:; xy>2 - (z:; ”322) (2:; y?) <.

A fenti egyenlGtlenséget atrendezve, és 4-el egyszertisitve kapjuk az al-
litast.

(b) A feladat (a) részébdl kapjuk, hogy

Z(ﬂfi +yi)zi < ( (zi +yi) ) (Z l‘z)
i=1

=1

illetve

Z($i +yi)yi < < (i +v5) ) (Z yz)
i=1

i=1
A két egyenletet Osszeadva kapjuk, hogy

D (@itu)? < (Z($i+yi)2> Z;%-F Z;yz ;

i=1 i=1

n
melybél a [ S (z; + y;)? kifejezéssel valo osztassal kapjuk az allitast.
i=1

3. Komplex szamok

2.29. Feladat. Adja meg az aldbbi komplex szamok valds illetve képzetes
részét: 0,6, —6i,4 + 3,5 — 7i, —4 — 3.

Megoldds. Egy z = a + bi (a,b € R) komplex szam valos része Re(z) = a,
illetve képzetes része Im(z) = b. Igy a fenti szamok valés része rendre
0,6,0,4,5, —4, képzetes része 0,0, —6,3, -7, —1

2.30. Feladat. Hozza algebrai alakra az alabbi komplex szamokra vonatkozé
kifejezéseket:

1.

(4 + 12i) + (7 — 6i) + 12,
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(13 — 8i)(5 + 6i)3,
ik, itk jART2 6g (k3 ahol k€ Z,

(5 + 44)(7 — 3i) + 4102,
Megoldds.
1. (44120) + (7T—6i) +12 =447+ 12+ 12i — 6i = 23 + 6i.

2.

3.

(13 — 8i)(b + 6i)i = (65 + 78i — 40i — 48i%)i = (65 + 38i + 48)i =
(113 + 38i)i = 113i + 38i = —38+ 113:.
P=1il=i?=-1,3=%i=—i,i*=di=—i>=1,: =% =1,
stb. Tehat 1 hatvanyai (nkhkusan ismétlédnek, azon hatvanyok, amelyek
oszthatoak 4-gyel, 1-gyel lesznek egyenlsek. Igy i%F =1, ¢4+l = 4k =
i, %12 = 1 és végiil i*13 = —i minden k € Z esetén.

Az el6z6 rész alapjan 192 = —1. Tehat

(5+44)(7—3i) +i192 = (35— 15i +28i — 12i?) =1 =35+ 12+ 13i — 1 =
46 + 13:.

2.31. Feladat. Bizonyitsa be, hogy minden z,w € C esetén

1. z4+w =7zZw,

2. zZw = zZw,

3. z+7Z =2Re(z),

4. z—z=2ilm(z),

5. 2Z > 0 és zZz = 0 pontosan akkor, ha z = 0.

6. z = 7 akkor és csak akkor, ha z € R.

7. z =% akkor és csak akkor ha Re(z) = 0, azaz ha z tisztdn képzetes.
Megoldads.

Legyen z = a + bi és w = ¢ + di ahol a,b,c,d € R.

1.
2.

- w

z+w=(a+c)+ (b+d)i=(at+c)—(b+d)i = (a—bi)+(c—di) = z+wW
zw = (ac — bd) + (bc + ad)i = (ac—bd) — (bc+ ad)i = (a —bi)(c— )
ZW.

z+Z=a+0bi+ (a — bi) = 2a = 2Re(z).

z—Z=a+0bi— (a—bi) =2bi = 2iIm(2).

2Z = (a+bi)(a — bi) = a® — abi + abi — bi? = a® + b* > 0, és = 0 akkor
és csak akkor, ha a = b =0, azaz ha z = 0.
z=Z<+=a+bi=a—-bi <= 2bi =0 <= b=0 <= z valos.
z=—-Z<=a+bi=—(a—bi))<=a+bi=—-a—-bi << 2a=0<=
a = 0 <= z tisztan képzetes.

2.32. Feladat. Adja meg a kovetkez6 kifejezések értékét algebrai alakban:

(a)

(3203 +20), (b) 4;_3;, ©) Qj&,, (@) Bra)
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Megoldds.

(a) (3 —2i)(3+2i) =9 +6i —6i —4i> =9 +4 = 13. Azonnal lathato
a megoldés, hiszen az Osszeszorzott szdmok egymas konjugéltjai. (Ha
2z = a + bi, akkor 2Z = a® + b%.)

(b) Komplex szammal valo osztés a konjugalttal torténd bovitéssel végezhetd
el. Tehat

4+43i 4430 5+i  (44+3)(B+1i) 20+ 5i+ 15i + 3¢
5-4  5—i b4i 524 (-1)2 26
17420 17 10
- 26 %6 13"
mely mér algebrai alak.

i i 2-8 i(2-8) 8+2 2 1

© 9T mi T 278 2 8 2i® ~ 6 17 "

— 2+ 240 1+i (5—449)(2+2i+i+12)
d) 6+4i)-— =(5—-4 : = =
(&) G+di) 75 =647 15 12+ (—1)2
(5—4i)(1+3z’)_5+15z'—4z'—12¢2_17+11z’_1_7+£i
2 N 2 2 2 27

2.33. Feladat. Hatdrozza meg az alabbi komplex szamok abszoliit értékét:
0,3,—5,5i,—3i,2 +4,vV2 4+ v/2i,1 —i.

Megoldds. A z = a + bi komplex szam abszolit értéke |z| = 2z = Va? + b2,
igy a megoldasok rendre 0,3, 5,5,3,2v/5,2, V2.

2.34. Feladat. Abrézolja a komplex szamsikon a kovetkezd komplex szdmokat:
3, =2, —1, 44, 3+ 2¢, —2 — 4.

Megoldads.

Im

31

—2 — 4gx

2.35. Feladat. Abrazolja a komplex szémsikon a kévetkezé halmazokat:

1. A={z:Re(z) <1},
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2. B={z:Im(z) > 0},

. C={z:|z| <1},

. D:{z é §1},
E:{z: z—i] >1},

F ={z:Re(z) + Im(z) =1},
G={z:z-1]<|o+2},
H={z:6<16-3i— 32| <9}.

NS @&

Megoldds. Az A és B halmazok a komplex szamsik két félsikjat alkotjak:

Im Im

A C halmaz elemei azon komplex szamok, melyek abszolut értéke < 1, azaz
melyeknek az origbotol valod tévolsaga nem nagyobb, mint 1. Ezek a pontok
az egység sugari, origd kozéppontt koron és annak belsejében helyezkednek
el. A D halmaz elemei pedig éppen a kor és a rajta kiviil es6 pontok:

Im Im
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Az E halmaz azon z komplex szamokbol all, melyekre |z — i| < 1, tehat
melyeknek a tavolsaga az i szamtol egynél kisebb. Ezek éppen a (0, 1) kozép-
ponti, 1 sugart kor belsejében helyezkednek el. Az F' halmaz elemei a (0, 1)
és (1,0) ponton atmend egyenes pontjai:

Im Im

A G halmaz elemei azon komplex szamok, melyek kézelebb vannak a —2-hoz,
mint az 1-hez. Ezek nyilvan azok a komplex szamok, melyek valds része nem

_ 1
nagyobb, mint # =5 Végiil, ha z € H, akkor 2 < |z — (—2+1)| < 3,
tehat z tavolsaga a —2 + ¢ komplex szamtol nem kisebb, mint 2 de nem
nagyobb, mint 3. Ezek éppen a —2 + ¢ kozépponta 2 illetve 3 sugara korok

és az altaluk meghatarozott korgytrd pontjai.

Im Im

2.36. Feladat. Irja 4t trigonometrikus alakba az alabbi komplex szdmokat:
(@) 5 (b) -2, (c) 4, (d) — 61,
1

(e) +Ez’, (f) —2+2i, (90 1—-+3i, (h) —2V3—2i.

Sl -
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Megoldds. A z komplex szam trigonometrikus alakja z = |z|(cos ¢ + isin @),
ahol ¢ a komplex szam valds tengellyel bezart szoge vagy argumentuma.

Jele arg(z).
Ha 2z = a + bi, akkor |z| = va? + b%. A szog kiszamitasahoz a kovetkezd
Re(z) a
|

modszer ajanlott: Im(z) = b > 0 esetén a cosp = = — Osszefliggés-

2l 2

bél, b < 0 esetén pedig a cos g = |a_| és p = 21 — g Osszefliggésbdl szamol-
z

hatjuk ki ¢ értékét. Mindkét esetben a cos fliggvény argumentumét 0 és m

kozott keressiik, ezen az intervallumon pedig a cos fliggvény egyértelmi.
Megjegyzendd, hogy ha z valés szam, akkor elGjelétdl fiiggGen szoge 0 vagy

7, ha pedig z tisztan képzetes, akkor Im(z) elGjelétd] fliggden az argumen-

3
tuma g illetve % Mindezek alapjan a megoldasok a kévetkezsk:

(a) Az 5 komplex szam valos és pozitiv, igy argumentuma 0. Tovabba |5| =
5, tehat 5 = 5(cos 0 + isin0).

(b) A —2 komplex szam valos és negativ, igy argumentuma 7. Tovabba
| — 2| =2, tehat —2 = 2(cos 7 + isin).

(¢) A 4i komplex szam tisztan képzetes, Im(4i) = 4 > 0, igy argumentuma
g. Tovabbé |4i] = 4, tehat 4i = 4 (cos g +isin g)

(d) A —67 komplex szam tisztan képzetes, Im(—6i) = —6 < 0, igy argumen-

3 3 3
tuma ; Tovabba | — 6i] = 6, tehat —6i =6 <cos ?ﬂ + isin ;)

1 1 1 1
(e) Legyen z = — + —i. Ekkor |z|=4/=+ = =1. =z képzetes része
V2 V2 22

Re() 1 mely-

2 V2

ﬁ > 0, igy az argumentumot -vel jelolve cos ¢ =
T - ™ .. T
bél ¢ = 1 Igy z = (cosz +zsmz).
(f) Legyen z = —2 4 2i. Ekkor |z| = v/(—2)2 + 22 = 2/2. z képzetes része
Re(z) -2 1
2l - 2v2 V2
z=2V?2 <cos?% +z'sin%r>.
(g) Legyen z = 1—+/3i. Ekkor |z| = v/1+ 3 = 2. z képzetes része —/3 < 0,

R 1
ﬂ = —. Ebbdl adodik, hogy ¢¢ = z
ENE: 3

o . 5 5
tehétg0:27r—cp0:—7r. Igyz:2<cos—7r+isin—7r>.

3
2 > 0, igy cosp = melybdl ¢ = Zﬂ- Tehat

igy ¢ = 2m — g ahol cos gy =

3 3 3
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(h) Legyen z = —2v/3 — 2i. Ekkor |z| = \/(—2V/3)2 4+ 22 = 4. 2z képzetes
Re(z) B —2V/3 B -3
lz| 4 2

része —2 < 0, igy @ = 2w — g ahol cos pg =

Ebbél adodik, hogy ¢g = 5%, ennélfogva ¢ =27 — g = %r Ezért
z=4 <COS7—7T +zsm7—ﬂ->

6 6
2.37. Feladat. Legyen z = 2(cos 11° +isin 11°), w = 3(cos 35° 4 i sin 35°).

z
Hatérozza meg a zw, —, —, z*, w3, (zw)? komplex szamokat.
27w

Megoldds. A trigonometrikus alakban megadott komplex szadmok miiveleti
tulajdonsagai alapjan:

zw = 2-3(cos(11° + 35°) +isin(11° 4 35°)) = 6(cos 46° + 7 sin 46°),

1 1 1
o= §(cos(—11°) +isin(—11°)) = §(cos 349° + i sin 349°),
2
% = g(cos(llO —35%) +isin(11° — 35°))
2 2
= g(cos(—24°) +isin(—24°)) = g(cos 336° + isin 336°),
2t = 2%cos(4-11°) +isin(4 - 11°)) = 16(cos 44° + isin 44°),
w? = 33(cos(3-35°) + isin(3 - 35°)) = 27(cos 105° + isin 105°),
(zw)? = 6%(cos(2-46)° +isin(2-46)°) = 36(cos 92° + i sin 92°).

2.38. Feladat. Legyen z = 64(cos 80° + isin80°). Hatdrozza meg z mé-
sodik, harmadik és negyedik gyckeit.

Megoldds. Egy komplex szamnak pontosan n darab n-edik gyoke van. Ezek
abszolut értéke megegyezik, ezért egy orig6 kdzépponti kérén helyezkednek

27
el. Tovabba barmely két szomszédos gyok egymassal — fokos szoget zar be,
n

igy szabalyos n-szoget alkotnak.

° + 2k - 180° ° + 2k - 180°
ﬁ=@<cosw+isinw> (k=0,1),
azaz \/z, = 8 (cos 40° + isin40) és \/z, = 8 (cos 220° + i sin 220°).

80° + 2k - 180° 80° + 2k - 180°

%:4<cosf+isinf> (k=0,1,2),

80° + 2k - 180° 80° + 2k - 180°
Wz =22 <cos+ + isin %) (k=0,1,2,3).
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2.39. Feladat. Abrazolja az n-edik egységgyokéket n = 2,3, 4,5, 6,8 esetén.
Megoldds. Az n-edik egységgyokok a kovetkezdk:

2k 2k
€k = <cos—7r+isin—7r> (k=0,1,...,n—1).
n n

Ezen pontok a komplex szamsikon egy origd kozépponti szabalyos n szog
csiicsaiban helyezkednek el, tovabba g = 1.

Im Im Im
: e e
€1 €0 €0 Eo €0
Re Re Re
130} €3
n=2 n=3 n=4
Im Im Im
.t e €g €1 - 1E2
€9 3 €1
€0 €3 €0 €4 €0
Re Re Re
€3 €5
2, €4 €5 €7
€6
n=>5 n==~6 n=3~8

2.40. Feladat. Legyen adott egy z komplex szdm a komplex szamsikon.
Allapitsa meg, hogy hogyan helyezkedik el a w komplex szam z-hez képest,
ha
(a) w =2z, b)) w=2z (c) w=iz, (d) w:i,
1 1
e) w=(—&7=+—7%=)z.
© w=(+—)
Megoldds. Legyen z = a + bi = r(cos ¢ + isin p).
(a) w = 2r(cos¢ + isinyp), tehat w hossza z hosszanak 2-szerese, iranya
z-vel megegyezik. A 2-vel val6 szorzas nyudjtast eredményez.
(b) w = a — bi, tehat z-nek a képzetes tengelyre valo tiikrozése.

(c¢) Felhasznalva, hogy i trigonometrikus alakja 1 (cosg + isin g) kapjuk,

hogy w =iz =1r (cos (c,o + g) + isin <c,0 + g)), igy az i-vel valo szorzas
90 fokkal valé pozitiv iranyu forgatéasnak felel meg.
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1
(d) Felhasznalva, hogy 7 trigonometrikus alakja 1 (COS (—g) + isin (—g))

kapjuk, hogy w = E =r (cos (go — g) + i sin (gp — g)), igy az i-vel vald

osztas 90 fokkal vald negativ irdnyt forgatasnak felel meg.
1 1 m ™
e) Felhasznalva, hogy — + —=1i trigonometrikus alakja 1 (cos — 4 ¢sin —)
(¢) & 75T 5 i y 1 1
(lasd 2.36. feladat) kapjuk, hogy

g (o (o ) i (54 )
w = —— —12Z =T | COS — 7 S11 — N
V2 V2 7Ty 7Ty

1 1
igy a — + ——=1-vel val6 szorzéas 45 fokkal valo pozitiv irdnyu forgatasnak
gy NG p y g
felel meg.
Im
. 144
iz Voke 95
45°\_ars
N @
j @ Re
z
%z

2.41. Feladat. Igazolja hogy az

( or .. 27T>
g1 = | cos— + 151 —
n n
egységgyok k-adik hatvidnyai elGallitjak az Gsszes n-edik egységgyokot, ha
k=0,1,...,n—1.

Megoldds. Nyilvanvald, hiszen
2k 2k
ek = (cos—7T +z’sin—7r> (k=0,....,n—1),
n n

valoban elGallitja az O0sszes n-edik egységgyokot.

2.42. Feladat. Igazolja, hogy egy z komplex szam n-edik gyckei elGallnak
egy gyoke és az n-edik egységgyokiok szorzataként.
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Megoldds. Ha w n-edik gyoke z-nek, akkor valamely k& € {0,1,...,n — 1}-re

— 2k 2k
n n
2k 2k
= V|7 (cos ? tisin f) <cos =T Jisin —W>,
n n n n
=w :€k(:EIf)

ahol wy n-edik gyoke z-nek, ¢, pedig n-edik egységgyok.
2.43. Feladat. Legyenek w1, wo, ..., w, valamegy z komplex szdm n-edik
gyokei. Igazolja, hogy ekkor wg + w1 + -+ + wyp_1 = 0.

Megoldas. A 2.41. és 2.42. feladatok alapjan

wy+we+ - +w, = w1+w1€1+w1€%+'~+w2€’f_1
_ e —1
= wi(ld+e+ef+-+ef ) =w L
51—1
1-1
= w =0.
161—1

2.44. Feladat. Legyen ¢ és e, n-edik egységgyckok.
(a) Igazolja, hogy ekkor ee, és £ is n-edik egységgyok.
Ex
(b) Elsfordulhat-e, hogy ¢ + €, illetve € + €, is n-edik egységgyok?

Megoldds.

(a) e" =l =1, 1gy (ee,)" ="

g"el =1-1=1, tehat e, n-edik egységgyok.
. e\" & 1 . E . : R
Mésrészt, | — | = — = = =1, igy — is n-edik egységgyok.

. en 1 Ex

1 3 1 3
(b) Elsfordulhat, példaul 3 + gz és 5 %2 hatodik egységgyokok, melyek

Osszege 1, mely szintén hatodik egységgyok. Azonban e+ ¢, illetve £ — e,
altalaban mar nem n-edik egységgyckok. Példaul ha ¢ = ¢, = 1, akkor
€+ ex =2, ¢ — e, =0, melyek nem egységgyokok.

2.45. Feladat. Oldja meg a komplex szamok halmazan az alabbi egyen-

leteket:

1. 2% —2i2—10 =0,

224+ (2+4i)z+4i—2=0,

(-1 —i)22 + (1 - 2i)z+1=0,

24 (1—i)z4+% =0,

2Z + (60)% +2i = 0.

AN
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Megoldds. Az az? + bz 4 ¢ = 0 (a # 0) masodfokii egyenletnek a komplex
szamok felett mindig két (esetleg megegyezs) gyoke van, melyet a

b+ (VB2 —dac)
2a
képlet ad meg. Megjegyzendd, hogy a b? — 4ac komplex szam két négy-
zetgyOke egymasnak —1 szerese, igy hasznalhato a
—b+tw
2a
képlet is, ahol w a b? — 4ac komplex szam valamely gyoke.

212 =

21,2

1. A megoldoképlet alapjan

C2i44/(=20)24+4-10  2i+/—44+40 |28 =i-3,
B 2 B 2 | Ee =i

)

2. A megoldoképlet alapjan
—2 —4i+ /(2 +40)2 — 4(4i — 2)

z212 =

2
2 —4i+\/4+16i+ (4i)2 —16i +8 —2—4i+/4—-16+8
B 2 B 2
—2—di+—4 [ = -3,
2 - W:_l_i'

3. A megoldoképlet alapjan
2 —1+/(1—2)2—4(-1—i) 2i—-1+/1—-4i—4+4+4

212 =

—1—1 —1—1
. . _ . _ . 2 _ . .
B 2 — 14+ \/I B 321—21' . _%_—::; —_ 2z+222+2 2t —2@,
- 1 - 2 —14i _ —2i+2i2 _ 4 _
1—1 e A

4. A megolddképlet alapjan

i— 14+ /(1—i)2 -4 _z’—1+\/1—2i+(—i)2—2\/§
5 —

2
i—14+V1-2i-1-2/3 i—14+V/-2/3-2
2 B 2 ‘

A 2.36. feladat (h) része alapjan a —2+/3 — 2i komplex szam trigono-

Z212 =

7 7
metrikus alakja 4 <cos g + ¢sin %) Ennélfogva a két négyzetgyoke
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7 7
+2 <cos 1—72T + ¢ sin 1—;) Tehat az egyenlet megoldasai:
= 1 " s tisi 7T
21,2 = 5 CoS 17 zsm12 .

5. zZ = 36— 2i, ami nem lehetséges, hiszen barmely z komplex szam esetén
zZ nem negativ valés szam.

2.46. Feladat. Legyenek ag,aq,...,a, € R. Bizonyitsa be, hogy ha a z
komplex szam gydke az anx™ + -+ + a1x + ag = 0 egyenletnek, akkor Z is
gybke az egyenletnek.

Megoldds. Mivel z gyOke az egyenletnek, ezért a,z" 4+ --- 4+ a1z + ag = 0.
Konjugalva az egyenlet mindkét oldalét az alabbi egyenletiink lesz:

anZ" + - taz+ag=a, 2" +---+a-z+a =0.
Felhasznélva, hogy egy valos szam konjugéltja 6nmaga kapjuk, hogy
apz" +--+a1z+ag=0,

azaz z is gyoke az egyenletnek.

2.47. Feladat. Bontsa fel elséfokii polinomok szorzatéra az alibbi komplex
polinomokat:

1. Pi(z) =2%-22+1,

2. Py(2) = 22% + 4z — 30,

3. P3(2) =23+ 22 + 2,

4. P4(Z) = 22 — 1.

Megoldds. Nincs mas dolgunk, mint meghatérozni a polinomok zérushelyeit,
hiszen ha az n-edfoktt P(z) = a,2" + an_12"" ' + - - -+ a1z + ag polinomnak
ai,...ap € C a gyokei, akkor P(z) = ap(z —a1)... (2 — ay).

1. A maésodfoko egyenlet megoldoképlete alapjan egyszertien kiszamolhato,
hogy a Pi(z) polinomnak az o = 1 az egyetlen, kétszeres gyoke. Igy
Pi(z)=(z—1)(z—1)= (2 — 1)%

2. A maésodfoko egyenlet megoldéképlete konnyen kiszamolhatd, hogy a
P»(z) polinom két gycke: a1 = —5és ap = 3. Igy Py(2) = 2(2+5)(2—3).

3. Azonnal lathato, hogy Ps3(z) = 2(2? + z + 1), tehat a polinomnak az
a1 = 0 gyoke. A feladat befejezéséhez meg kell keresniink a z2+2z41 = 0
egyenlet megoldasait. A megolddképletet hasznélva

“14+V1-4 —1++/-4 {7—1—2@' = —1_ 3

g3 = 5 5 I RV LT

igy Py(2) = 2(2 + 5 + L2i) (2 + § — L20),
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4. A Py(z) polinom gydkeinek kiszamitasdhoz a 22 = —i egyenletet kell

megoldani, tehat a zérushelyek a —i komplex szam négyzetgyokei. A
—i komplex szam tisztan képzetes, Im(—i) = —1 < 0, igy argumentuma

3 3 3
g. Tovabba | —i| = 1, igy trigonometrikus alakja <cos ; + isin 7%) .

3 3T 1 1 .
Ezért négyzetgyoke &+ | cos — +isin— | = £ ——=+ —=7]. I
syt = (cos i ) = (54 ). T

P — + L — L — L + L
==+ 575 (- 75+ 751)
4. Algebrai struktiarak

2.48. Feladat. Legyen (G, *) egy adott csoport, F' C G. Igazolja, hogy
(F, %) akkor és csak akkor csoport, ha barmely a,b € F esetén axb~! € F,
ahol b= jeloli a b elem inverzét.

Megoldds. Ha F csoportot alkot, akkor nyilvan teljesiil, hogy a x b~ € F
minden a,b € F esetén, hiszen b—! € F és * nem vezet ki F-bol.

Forditva, tegyiik fel, hogy a * b~—! € F minden a,b € F esetén. Belatjuk,
hogy ekkor teljesiilnek a csoport struktara tulajdonsagai.
Legyen z,y € F és jeloljik G neutralis elemét e-vel.

(a) Az a = b = x valasztassal kapjuk, hogy = x x~! = ¢ € F, tehat F-ben
benne van a neutréalis elem.

(b) Az a = e, b = x vélasztasaval kapjuk, hogy e x x=! = 7! € F, tehat
F-ben benne van z inverze.

(c) y-nak az y~! inverze benne van F-ben, igy z xy = x * (y~ 1)~ € F,
tehat * nem vezet ki F-bol.

(d) Az asszociativitas nyilvan teljesiil, hiszen az F-nél bévebb G halmazon
 assszociativ. (Hasonloan, ha G kommutativ, akkor F' is az.)

2.49. Feladat. Allapitsa meg, hogy a megadott struktiirak csoportot alkot-

nak-e:
1. (R, +), (R,-), 3. (R\{0},-), 4. (N,+), 5. (N,

2. ;
6. (Z,+), 7.(Z,-), 8.(Q,+), 9. (Q,-), 10.(Q\{0},-).
Megoldads.

1. A valos szamok testaxiomaibol kovetkezik, hogy (R, +) Abel-csoportot
alkot.

2. (R,-) nem alkot csoportot, mert a 0-nak nem létezik multiplikativ in-
verze.
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9.
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. A valos szamok testaxiomaibol kovetkezik, hogy (R, -) Abel-csoportot

alkot.

(N, +) nem alkot csoportot, ugyanis ha n € N és n # 0, akkor n-nek
nincsen additiv inverze.

(N,-) nem alkot csoportot, ugyanis ha n € N és n # 1, akkor nincsen
multiplikativ inverze.

(Z,+) Abel-csoportot alkot. Mivel Z C R és (R, +) csoportot alkot, az
igazolashoz a 2.48. feladat alapjan elég belatni, hogy minden k,l € Z
esetén k — [ € Z, amely nyilvan teljesiil.

(Z,-) nem alkot csoportot, ugyanis ha k € Z és k # 1, akkor nincsen
multiplikativ inverze.

(@Q,+) Abel-csoportot alkot, ugyanis a 2.12. feladat alapjan p —q € Q
minden p,q € Q esetén.

(@Q,-) nem alkot csoportot, mert a 0 elemnek nincsen multiplikativ in-
verze.

(Q\ {0}, ) Abel-csoportot alkot, ugyanis a 2.12. feladat alapjan g eQ

minden p,q € Q\ {0}, esetén.

2.50. Feladat. Allapitsa meg, hogy a megadott kétmiiveletes struktiirak
gytrit alkotnak-e:
L. (N7 +, ')7 2. (R7 +, ')7 3. (Z7 +, ')7 4. (@7 +, )

Megoldds.

1.
2.
3.

(N, +, ) nem alkot gytirtt, hiszen (N, +) nem csoport.

A valos szamok testaxiomaibol kovetkezik, hogy (R, 4, ) testet alkot.
A disztributivitas (Z,+,-)-ben nyilvan teljestil, hiszen az egész szamok
halmazanal bévebb valés szamok halmazaban is teljesiil. Igy az el6z6
feladat alapjan (Z,+,-) gytrtt alkot. Tovabba, a 2.4. feladat miatt
a nullosztomentesség is teljesiil, tehat (Z, 4+, -) integritastartomany. De
(Z\ {0},-) nem csoport, igy (Z,+,+) nem test.

. A disztributivitas (Q, +, -)-ben oroklsdik (R, 4+, -)-bol, igy az eléz6 fela-

dat alapjan (Q,+,-) testet alkot.

5. Szamossagok

2.51. Feladat. Legyen A = {aj,as,...,a,} egy n elemii halmaz. Igazolja,
hogy ekkor A hatvanyhalmaza 2" elemii.

Megoldds. Legyen

B :={(b1,b2,...,by) | bj=0vagy b, =1, i=1,2,...,n}.
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Konnyen lathato, hogy B elemeinek szama 2™. Legyen

f : 2A - B7 f(H) = (blab%"'?bn)v
ahol b; := 1, ha a; € H, egyébként b; :== 0 (i = 1,2,...,n). f nyilvan
invertalhato és értékkészlete B, igy f bijekcio, melybdl adodik az allitas. (A
feladat egy masik megoldéasa az 1.9. feladatnal lathato.)

2.52. Feladat. Legyen k € N tetszéleges és A = {k-n | n € N}. Igazolja,
hogy A, és N szamossaga egyenld.

Megoldds. Nyilvan az f : N — N, f(n) = k- n fiiggvény bijekcio N és Ay
kozott, igy a két halmaz egyenls szamossagu.
2.53. Feladat. Igazolja, hogy N x N ~ N.

Megoldds. Legyen

f:NxN=N, f((nm)):=2""12m—1).
Minden természetes szam felirhato egy paratlan szam és 2 nem negativ egész
hatvanyaként, igy f szilirjektiv. Méasrészt, ha (n,m) # (k,l), (azaz n # k
vagy m # 1), akkor 2"~ 1(2m — 1) # 28=1(21 — 1), igy f injektiv is.
2.54. Feladat. Igazolja, hogy két megszamlalhaté halmaz Descartes-féle
szorzata megszamlalhato.

Megoldds. Legyen a két halmaz A és B. Ekkor léteznek f : A — N és
f : B — N bijekciok. Azonban a

H:AxB—NxN, H(m,y)z(f(w)vg(y))

fiiggvény bijekeio, igy A x B szamossaga egyenls N x N szamossagaval. Igy
a 2.53. feladat el6z6 feladat felhasznélaséval adodik az allitas.

2.55. Feladat. Igazolja, hogy véges sok megszamlalhaté halmaz Descartes-
féle szorzata megszamlalhato.

Megoldads. A feladatot a Descartes-féle szorzatban szereplé halmazok szama
szerinti indukciéval igazoljuk. Az allitds n = 2-re a 2.54 feladat kovetkezmé-
nye. Tegylik fel, hogy az allitas igaz n = k-ra, azaz k darab megszdmlalhato
halmaz Descartes-féle szorzata megszamlalhat6. Ebbdl igazoljuk az allitast
n = k + l-re. Legyenek A, Ao, ..., Ak, Axr1 megszamlélhatd halmazok.
Ekkor az

f : AlXAQX"'XAkXAk+1—>(A1XAQX“‘XAk)XAk_H,
f(ﬂ:‘l,:l?g, N ,ZL‘k,ZEk+1) = ((33‘1,33‘2, N 71'k)7$k+1)

leképezés bijekcio, igy a két halmaz egyenld szamossagi. Azonban az induk-
cids feltevésiink szerint az A1 X Ag X - -+ x Ag halmaz megszamlalhato, igy a
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2.54 feladat alapjan a (A X Ag X - - X A) X Agy1 halmaz is megszamlalhato,
tehat az A1 X Ag X --- X A X Apy1 megszamlalhato. A teljes indukeio elve
alapjan az allitas mindig teljesiil.

2.56. Feladat. Bizonyitsa be, hogy R szamossdga nagyobb, mint N sza-
mosséga, tehat nem megszamlalhato.

Megoldds. Indirekt tegyiik fel, hogy R megszamlalhato. Ekkor a [0, 1] zart
intervallum is megszamléalhato, azaz létezik kolcsonosen egyértelmi megfelel-
tetés N és [0, 1] elemei kozott. Irjuk fel a megfeleltetés sorrendjében a [0, 1]
elemeit tizedestort alakban:

1 — 0, a11a12a13 - - .

2 — 0, a210a22a923 . . .

3 — 0, a31a32as33 . . .

Itt aq1,a12,... szdmjegyeket jelolnek, a véges tizedestorteket végtelen sok
nullaval egészitjik ki. A feltevés szerint [0,1] valamennyi eleme fel van
sorolva. Legyen

b — 1, ha a; #1,
L 0, ha Qi = 1,
és tekintsiik a b = 0,b1bob3 ... szamot. Ez a szdm nincs benne a fenti

felsorolasban, mivel mindegyiktsl kiilonb6z6. Ez ellentmondéas, igy R nem
megszamlalhato. Ebbd] kovetkezik az allitas.

2.57. Feladat. Mutassa meg, hogy ha a < b, akkor az [a,b] intervallum
egyenld szamossagu a |0, 1] intervallummal.

Megoldds. Konnyen lathato, hogy az

I [071] - [aabL f(SL') =a+ (b—a):n
fiiggvény bijekcio [0,1] és [a,b] kozott, igy a két halmaz valéban egyenld
Szamossagu.
2.58. Feladat. Mutassa meg, hogy a [0, co[ intervallum egyenld szamossagi
a [0, 1] intervallummal.

Megoldds. Konnyen lathato, hogy az

| B o, ha z € [0, 3],
f[O,l[ [0¢OO[7 f(x) -—{2;_1 hal’e]%al[’

fiiggvény bijekecio [0, 1] és [0, 00] kozott, igy a két halmaz valoban egyenld
Szamossagu.
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2.59. Feladat. Igazolja hogy |0, 1]~ R.

Megoldds. Belathato, hogy az

PR, f) =1+ —

z—1

fiiggvény bijekeio 10, 1[ és R kozott, igy a két halmaz valoban egyenls sza-
mossaga.

2.60. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha A # () megszamlalhat6 halmaz,
akkor létezik f : N — A fiiggvény, melynek képhalmaza A.

Megoldds. Ha A megszamlalhatoan végtelen, akkor létezik olyan f: N — A
fliggvény, mely bijekcio, igy sziirjektiv is, azaz képhalmaza A.

Ha A véges, akkor létezik olyan n természetes szam, melyre A szamossaga
megegyezik a By, := {1,2,...,n} halmazzal, azaz létezik g : B,, — A bijek-
ci6. Legyen a € A tetszéleges. Ekkor az

a ham<n

f:NHA,f(m)::{

g(n) ham>n

fliggvény a kovetelménynek megfelel.

2.61. Feladat. Igazolja, hogy ha A és B nem iires halmazok, és van olyan
f+ A — B fiiggvény, melynek képhalmaza B, akkor A szamossaga nagyobb,
vagy egyenlé mint B szdmossaga.

Megoldds. A megoldasban felhasznaljuk a kivalasztasi axiémét:
Nemiires halmazok barmely {A., : v € '} rendszeréhez létezik f : T — |J A,
vel’
tgynevezett kivdlasztdsi fiigguény, melyre f(vy) € Ay minden v € T' esetén.
Legyen Ay :== {z € A | f(z) = y} (y € B). Ekkor az {A, | y € B}
halmazrendszer paronként diszjunkt nem iires halmazokbol all, és létezik e-
leme. A kivalasztasi axiéma szerint létezik olyan C halmaz, amely ezen hal-
mazrendszer minden halmazabol pontosan egy elemet tartalmaz (a kivalasz-
tasi fliggvény valogatja ki C' elemeit). Legyen

g:B—=C, g(y) = ¢y,

ahol ¢, azon egyértelmten létez6 C-beli elem, mely az A, halmazban van.
Ekkor g invertalhato, és értékkészlete C, tehat bijekcio B és C kozott. Ezért
B egyenld szamossagu A egy részhalmazaval, melybdl kovetkezik az allitas.

2.62. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha az {A; | i € I} indexelt halmazrend-

szer olyan, hogy minden i esetén A; megszamlalhato és I is megszamlalhato,

akkor | A; is megszamlalhato.
i€l
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Megoldds. Feltehets, hogy A; # () minden ¢ € I esetén. Mivel A; megszam-
lalhato, igy a 2.60. feladat alapjan létezik olyan f; : N — A; fliggvény,
melynek képhalmaza A; (i € I). Hasonloan, létezik olyan g : N — I,
melynek képhalmaza I. Legyen

F:NxN-— UAi’ F((n,m)) = fom)(m).
el
Ekkor F' képhalmaza U A;, igy a 2.61. feladat alapjan N x N szamossaga
1€l

nagyobb, vagy egyenls, mint U A; szamossaga. A 2.53 feladat alapjan Nx N

el
szamossaga megszamlalhatéan végtelen, melybdl az allitas adodik.
2.63. Feladat. Igazolja, hogy Z ~ N.
Megoldds. Nyilvan a —N := {—n : n € N} halmaz megszamlalhatoan végte-
len, igy az egész szamok halmaza felirhaté6 hdrom megszamlalhaté6 halmaz
unidjaként:

Z =Nu{0}uU-N;,
igy a 2.62. feladat alapjan megszamlalhato.
2.64. Feladat. Igazolja, hogy Q ~ N.

egoldds. Legyen A, =<4 — | m € , n € or n, tehat a
Megoldds. L A Z N. Ekkor Q = A h

2.62. feladat miatt megszamlalhatoan végtelen, hiszen A, barmely n esetén
megszamlalhatéan végtelen.

2.65. Feladat. Mutassa meg, hogy az irracionélis szamok halmaza nem
megszamlalhato.

Megoldds. Amennyiben R\ Q megszamlalhato lenne, akkor a 2.62. feladat
és a 2.64. feladat miatt R = QU (R \ Q) is megszamlalhato lenne, mely a
2.56. feladat alapjan nem teljestil.

6. Kombinatorikai alapfogalmak

2.66. Feladat. Igazolja a kévetkezd azonossdgokat:

@ (3) - () e (1) ;) <o
0 (6) () e () () ==
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Megoldds. Mindkét azonossag a binomialis tétel kévetkezménye, ugyanis:

0= 0)- (oo ()
b= () () ()

2.67. Feladat. Legyen 0 < k < m < n. Igazolja a binomiélis egyiitthatok
alabbi tulajdonsagait:

)
O
-t ()
=)+ (1)
(D))

_ <Z>+<n; >+

1. Az azonossag a binomialis egytitthatok definici6jabol kovetkezik.
2. A binomiélis egyiitthatok definicioja alapjan

<n—|—1> _ (n+1)! B (n+1)n!

k+1 (k+Dl(n+1—(k+1)  (k+1)k!(n—Fk)

_ n+1l(n
 k+1\k)’
ahol felhasznaltuk, hogy (n+ 1)! = (n + 1)nl.
3. A binomialis egyiitthatok definicidja alapjan

—
N
> 3
N
Il
N
3
[
ol

©

=~
3

o

D
YR
> 3
+ +
— =

J—
N

Eoliey
~—

Megoldds.

E+1 k N

n—k+1/n+1\ = m+1-kHn+1)! (n+1)!
< > (kDR (n+1—-k) (E+D(n—k)

(n+1)! _<n+1>
k+Dl(n+1—(k+1) \k+1)
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4. A binomialis egyiitthatok definicidja alapjan

n n n! n!
(k)*(kﬂ) T Hm R k)i (kD).
(k+ 1)n!'+ (n — k)n! _ (n+1)n!

(k4 1)l(n —k)! (k+D!(n+1—(k+1)!

B (n+1)! _<n+1>
o (k+DI(n+1-(k+1) \k+1)

5. A binomialis egyiitthatok definici6ja alapjan

<Z> (21) - /-c!(nni k) (m— k)!(fln—_kkz! (m—k))!

n! 1 n! m)

Ko (m—k)ln—m)  k(m—k)!(n—m) m
- m!(nni m)! k;!(mmi DI <:1> <Tl::l>

6. Mivel n > k, igy létezik olyan [ > 0, melyre n = k + [. Igy az allitas a
kovetkezs alakban irhato:
k+1
(7))

E+1+1\ [k n k+1 n
k+1 ) \k k
Ezt az egyenlGséget [ szerinti teljes indukciéval igazoljuk.

k+1 k
Ha [ = 0, akkor (k: 1 )= 1= <k , tehat az allitas igaz.

. E+1+1 k+1 k+1
Ha | = 1, akkor 4. miatt < k41 > = < L >+<k+1> -

k41 k
< N > + < >, tehat az allitds [ = 1 esetén is teljesiil. Tegyiik fel,

k k
hogy az egyenl6ség fennall valamely [ = s pozitiv egész szamra, azaz

(111)-(- (1) (1)

Ezt és a 4. pontot felhasznélva, [ = s + 1 esetén
k+1+4+s+1 _ k+1+4s n k+1+s
k+1 B k+1 k

() (1) (1) (17

mely éppen az allitds [ = s + 1-re.



70 2. SZAMFOGALMAK

2.68. Feladat. Hényféle sorrenben tudunk megenni 6 kiilbnb6z6 csokit?

s stz

Megoldds. Az egyes lehetséges sorrendek 6 elem egy-egy permutaciojat
alkotjak. Ezek szama 6! = 720.

2.69. Feladat. Egy pénzérmét 10-szer egymés utan feldobunk. Héanyféle
olyan dobdssorozat van, amelyben 7 fej és 3 irds van?

Megoldds. A sorrendek szamét 10 elem ismétléses permutécioval kapjuk
I

meg, melyben 7 illetve 3 egyenld elem van. Tehat a megoldas ﬁ = 120.

2.70. Feladat. Hanyféleképpen rendezhetd egy sorba 8 né és 6 férfi, ha a
ndk eldl allnak?

Megoldds. A 8 n§ Osszes lehetséges sorrendje 8 elem permutécidinak szamé-
val egyenls, tehat 8!. A férfiak elrendezési modjainak szédma 6!. A ndk
barmely sorrendjéhez a férfiak tetszéleges sorrendje tartozhat, tehéit az Osszes
esetek szamét megkapjuk, ha az el6bbi két permutéicié szamét osszeszoroz-
zuk: 8! - 6.

2.71. Feladat. Héany kiilonb6zé autorendszam készithets az A, B, C betiik
és az 1,1,3 szamok segitségével? (egy rendszam elsé fele harom betii, ma-
sodik fele hdrom szam.)

Megoldas. Az A, B, C bettiket 3! = 6-féleképpen allithatjuk sorba. A bettik
minden egyes sorrendjéhez 3 rendszam tartozik, hiszen az 1,1,3 szdmokat
|

2'—i‘ = 3 féleképpen rendezhetjiik sorba. Igy dsszesen 3-6 = 18 féle rendsza-

mot készithetiink.

2.72. Feladat. Egy tiz tagu tdrsasdg egy kerekasztalhoz hanyféleképpen
tud letilni?

Megoldds. A tarsasagot egy sorban 10! kiilénb6z8 modon tudjuk elhelyezni.
Ha ezt a sort korré zarjuk, akkor az el6bbi elrendezésekbdl 10 egyenértéki.

. 10!
Igy a lehetséges elrendezések szama 0= 9l.

2.73. Feladat. Hdnyféle sorrendbe irhatok a MATEMATIKA szé betiii?
Megoldds. Osszesen 10 darab bettink van. Az A betd 3-szor, az M és

kiszamolnunk 4 és kétszer 2 egyez6 elem esetén. Tehat a lehetséges sorrendek

!
= 37800.

412121
2.74. Feladat. Hanyféleképpen lehet a sakktablan elhelyezni 8 bastyat tgy,
hogy ne tissék egymast?

szama:
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Megoldds. Ugy kell elhelyezniink a bastyékat, hogy minden sorban és minden
oszlopban csak egy béstya lehet. Rakjuk le az els§ bastyat az els§ sorba.
Ekkor 8 lehet&ségiink van. A masodik béstyat rakjuk le a masodik sorba,
ezt mar csak hétféleképpen tehetjiik meg, hiszen abba az oszlopba méar nem
rakhatunk, amelyikben az els§ béstya all. A harmadik sorban mar csak
6 helyre rakhatjuk a bastyat. Kzt folytatva, az utols6 sorban mér csak
egy helyre rakhatjuk az utolsd béastyat. Az Osszes lehetéségek szama tehat
8-7-6-5-4-3-2-1=8L

2.75. Feladat. Hany olyan tizjegyd szam van, amelyben

(a) minden szémjegy csak egyszer fordul el6?
(b) 6t darab 1l-es, harom darab 3-as és két darab 2-es van?
(c) az 1,2,3,4,5,6,7,8,9 szamjegyek mindegyike szerepel, de a 0 nem?

Megoldds.

(a) A 10 szamjegy lehetséges sorrendjeinek szama 10!. Viszont ha a 0
all elsl, akkor csak kilenc jegyd szamunk van, igy ezek a sorrendek
nem megfelel6k. FEzekbdl 6sszesen 9! daran van, hiszen az utols6 ki-
lenc szamjegy az 1,2,...,9 szdmjegyek egy tetszéleges sorbarendezése
lehet. Tehat a megoldas 10! — 9! =9 - 9!,

(b) A megoldas 10 elem ismétléses permutacidinak a szdma, melyekben 5,

= 2520.
513121
(c¢) Az adott feltételbdl kovetkezik, hogy az 1,2,3,4,5,6,7,8,9 szamjegyek

kozil az egyik szdm kétszer szerepel. Ha ez az l-es, akkor tiz elem
ismétléses permutaciojarol van szod, ahol két elem azonos. Ezek szama

10!
——. Mivel az ismétl6ds jegy az adott kilenc szam barmelyike lehet, az

20
10!
Osszes lehetGség ennek kilencszerese: 9 - o

2.76. Feladat. Hany kiilonb6z6 eredményt kaphatunk, ha egy pénzérmét
6-szor feldobunk, és a sorrendet is figyelembe vessziik?

3 illetve 2 darab azonos:

Megoldds. Egy dobéas alkalméval két lehetGségiink van: fej vagy irds. E
két elembdl valasztunk ki hat darabot gy, hogy egy elemet tobbszor is
kivalaszthatunk, azaz két elem hatodosztilyu ismétléses variaciojat kapjuk.

4 . 6 __ o6
Ezek szama: V2,ism = 2%,

2.77. Feladat. Héany kiilonb6z6 eredményt kaphatunk, ha egy dobdkocka-
val 4-szer dobunk, és a sorrendet is figyelembe vessziik?



72

2. SZAMFOGALMAK

Megoldds. Egy dobés alkalméaval hatféle szamot dobhatunk. Ezen hat szam-
bol valasztunk ki négy darabot tgy, hogy egy elemet tobbszor is kivalaszt-
hatunk, azaz hat elem negyedosztalyd ismétléses variaciojat kapjuk. Ezek
szama: V4 =6

6,iSm

2.78. Feladat. Héany olyan Gtjegyii szam van,

Ok o=

amely kiilénbézo szamjegyekbdl all?

amely 27-re végzodik?

amely nem oszthaté 5-tel?

amelyben nincs egymas mellett azonos szamjegy?
amelyben van egymés mellett azonos szamjegy?

Megoldads.

1.

A 10 szamjegy kozill a 0 nem Aallhat a hatjegyii szam els6 helyén. Ha
allhatna el6l a 0 is, akkor 10 elembdl kellene 5 darabot kivalasztanunk a
sorrendet is szamitasba véve, mely 10 elem 6t6dosztalyt ismétlés nélkiili
variacioja. Ezek szama V150 = 10-9-8-7-6, melyekbdl tehat nem megfeleld
eset az, amikor 0 all elsl. Ezen esetek szama éppen V94 =9.8.7-6,
hiszen a t6bbi négy helyre 9 szamjegy koziil valaszthatunk, a sorrendet
is figyelembevéve. Tehat a feladat megoldésa: Vi — 1/;)4 = 27216.

Az 6tjegyl szamunk els6 szamjegye O-n kiviil barmi lehet, tehédt 9 le-
het&ségiink van ra. Ha ezt kivalasztottuk, akkor a masodik szamjegyet
minden esetben tizféleképpen vélaszthatjuk meg, és ezen esetekhez a
harmadik szamjegyet ismét tizféleképpen. Az utolséd két szamjegy adott,
tehét az Osszes esetek szdma: 9-10- 10 = 900.

A feladat 2. részének gondolatmenete alapjan, az elsé helyre 9 szam-
jegyet valaszthatunk, mert ott 0 nem lehet, a méasodik, harmadik és
negyedik szamjegynek egyarant 10-10-10 szdmjegy koziil valaszthatunk,
az utolsé szamjegy viszont nem lehet 0 és 5, igy csak 8 szamjegy koziil
véalaszthatunk. Az Gsszes esetek szama tehat: 9-10-10-10 -8 = 72000.
A feladat 2. részének gondolatmenete alapjan szamolunk. Az els6 szam-
jegynek a 0-n kiviil barmit véalaszthatunk, tehat 9 lehetdségiink van.
A masodik szamjegy mér lehet 0, de nem lehet az elébb kivalasztott
szamjegy, igy ismét 9 lehet@ségiink van. Hasonloan, a tobbi szamjegy
megvalasztasakor is 9 lehetdségiink van, mert az el6zsleg kivalaszott
szamjegyet nem valaszthatjuk. Igy az Gsszes esetek szama: 9° = 59049.
A feladat els6 részének gondolatmenetét kovetve ismétléses variaciok
esetén adodik, hogy Osszesen Vl%,ism — Vﬁ),ism = 105 — 10* = 90000
darab Otjegyt szam van. A feladat el6z8 része alapjan ebbdsl 59049
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darabban nincsen egymas mellett azonos szidmjegy, igy 90000 — 59049 =
30951 darabban van egymaés mellett azonos szamjegy.

2.79. Feladat. Hany totészelvényt kell kitolteniink ahhoz, hogy biztosan
13+1 taldlatosunk legyen?

Megoldads. Egy mérk&zésre haromféle tippiink lehet: 1,2, 2. Egy szelvényen
ebbdl a hdrom elembd] valasztunk 14-et tigy, hogy a sorrend szamit és egy e-
lemet t6bbszor is valaszthatunk, tehat 3 elem tizennegyedosztalyt ismétléses

variaciojarol van szo. Tehat az Gsszes esetek szama: V3l?sm = 314 = 4782969.

2.80. Feladat. Kockéaval 7-szer dobva, a sorrendet is figyelembe véve hany
olyan sorozatot kapunk, amelyben legalabb egyszer van 6-os?

Megoldds. A 2.77 feladat alapjan az Osszes esetek szama V.7

Y
sism — 6. Azon
esetek szdma, amikor nem dobunk 6-ost éppen V;i sm = 57, hiszen ekkor az
1,2,3,4,5 szamok koziil valasztunk hetet gy, hogy egy elemet t&bbszor is
valaszthatunk, és a sorrend szamit. Igy azon esetek szama, amikor legaldbb

. 7 _ YT —
egy hatost dobunk: Vﬁ,ism Vsy,ism = 201811.

2.81. Feladat. Egy kényvtar egyik olvaséja két kényvet valaszt egy kényves-
polcrél. Ezek sorrendjét is megkiilonboztetve, 3660 lehetdsége van olvas-
manyai megvalasztasara. Hany kényv van ezen a polcon?

Megoldds. Jeldljiik a polcon 1év6 konyvek szémat n-nel. A valasztasi le-

.....

szamaval egyenld, tehat V2 = 3660. Igy n(n—1) = 3660, azaz n?—n—3660 =
0. Az egyenlet két megoldasa:
I1++v1+14640 1+ v14641 1+121

2 B 2 2

A negativ gyok nyilvan nem megoldés, tehat n = 61, azaz 61 kényv van a
polcon.

N1 =

2.82. Feladat. Hdny lottészelvényt kellene kitoltentink ahhoz, hogy biz-
tosan 6tosiink legyen?

Megoldds. Egy lottoszelvény kitoltésénél a 90 darab szam koziil gy valasz-
tunk 5-6t, hogy egy szamot csak egyszer valaszthatunk és a sorrend nem
szamit, igy ez 90 darab elem 5-6d osztalya ismétlés nélkiili kombinacidja.
Az 5sszes lehetséges esetek szama tehat Cgy = (950) = 43949268.

2.83. Feladat. Hany kiilonbézd lottészelvényt lehet kitolteni tigy, hogy a
16-0s, és a 19-es szimok mindenképpen meg legyenek jelblve?

Megoldds. A fennmaradd 88 szambol kell kivélasztani még harmat ismétlés

nélkiil ugy, hogy a sorrend nem szamit: Cg; = (8??) = W = 109736.
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2.84. Feladat. Egy koérmérkdzéses bajnoksdgon 10 csapat indul. Mindenki
jatszik mindenkivel otthon és idegenben is. Hany mérkdzésbdl 4ll a bajnok-
sag?

Megoldas. Egy mérk&zéshez ki kell valasztani a tiz csapatbdl kettst ismétlés
nélkil, hiszen egy csapat 6nmagaval nem jatszik meccset. Mivel a sorrend
nem szamit, ezt 0120 = (120)—féleképpen tehetjiik meg. Azonban minden
csapat minden csapattal kétszer jatszik, igy Osszes 2(120) = 90 mérkd6zésbdl
all a bajnoksag.

2.85. Feladat. Egy 0Osszejovetelen huszan vettek részt, egymést mindenki
kézfogassal koszontotte. Hany kézfogas tortént?

Megoldds. Egy kézfogashoz a 20 emberbdl kett6t kell kivalasztani tgy, hogy
a sorrend nem szamit és ismétlés nincsen, hiszen sajat magéaval nem fog kezet
senki. Ezek szdma C%, = (220) = 190.

2.86. Feladat. Hanyféleképpen lehet dsszedllitani egy 4 gombdcebdl &llé
fagylaltkelyhet akkor, ha 3-féle izbél véalaszthatunk?

Megoldds. A kehelyben a gombodcok sorrendje nem szamit, és egy izbdl
t0bbszor is véilaszthatunk. A lehetséges esetek szdma ekkor 3 elem negye-

2 L, ’ , . s e, L . 4 . 3+4_1 - 6 o
dosztéalyt ismétléses kombinécidinak a szama: C3,ism = ( 1 ) = ( 4) = 15.

2.87. Feladat. Hanyféleképpen lehet a 32 lapos kartyacsomagot kettéosz-
tani egy fiti és egy lany kozott gy, hogy mind a 4 sz a lanyhoz keriiljon?

Megoldds. A lanynak a 4 &sz mellé még 12 lapot kell osztani a maradék
28-bol, ekkor a 16 darab ki nem valasztott lap lesz a finé. Mivel az egyes
jatékosoknal 1év6 lapok sorrendje lényegtelen, az Osszes lehetséges esetek
szama: C32 = (}3) = 30421755.

2.88. Feladat. Egy 14 f6s gyakorlati csoportban hanyféle lehet a hallgatok
osztalyzatainak eloszldsa? (Pl: 6 db 1-es, 4 db 2-es, 0 db 3-as, 1 db 4-es, 3
db 5-6s.)

Megoldds. A 14 darab hallgaté mindegyikéhez vélasztunk egy érdemje-
gyet az 1,2,3,4,5 szamok koziil, természetesen egy érdemjegyet t6bbszor is
valaszthatunk és a hallgatok sorrendje nem szamit. Ekkor 5 elembdl véalasz-

tunk 14-et ismétléssel, sorrend nélkiil: Cj4 = (**137") = (13) = 3060.

2.89. Feladat. A hatvanyozés és az dsszevonasok utan mennyi lesz a z°yz3
tag egytitthatéja az alabbi kifejezésben:

(z+ 4y +22) ?
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Megoldds. Az (x + 4y + 2z) - --- - (x + 4y + 2z) kifejezésben a szorzéasok
elvégzése utan, de még az Gsszevonas elGtt minden tagban a kitevék Gsszege
9 és csak az x°(4y)(22)% tagokban szerepel 2°yz3. Az ilyen tagok szamat
meghatarozhatjuk tugy, hogy elGszor a 9 darab zardjelbdl kivalasztunk 5-6t
(ezekbdl fogjuk az z-eket venni), majd a maradék 4-bdl kivalasztunk 1-et
(ebbdl vessziik az y-t), a fennmarado6 3 zarojelbsl pedig a z-t:

cg-ct-ci=(3)-(7)- (5) =0

Tehat a keresett egyiitthato 4 - 23 - 504 = 16128.
A feladatot megoldhatjuk kozvetleniil a polinomialis tétel alkalmazasaval
is, eszerint

Erayg+2:0 = Y — L ey
$1:892:83:
s1+s2+53=9
igy 25y23 egyiitthatoja:
9!
51113!
2.90. Feladat. Egy zsdkban golyék vannak, mindegyik més szini. Ha a
sorrendendet is figyelembe vessziik, akkor hetvennyolccal tobbféleképpen
tudunk kettd goly6t kivenni a zsakbdl visszatevés nélkiil, mint amikor nem
vessziik figyelembe a sorrendet. Hany goly6 van a zsdkban?

2423 =16128 .

Megoldds. Jeldlje a golyok szamét n. Ha a sorrendet figyelembe vessziik,

akkor n elem ismétlés nélkiili variaciéjarél van szo, ha nem, akkor n elem

ismétlés nélkiili kombinaciojarol. Tehat V.2 = C2 + 78, azaz n(n — 1) =
n!

ooy + 78. Atrendezve az egyenletet kapjuk, hogy n* —n —2-78 = 0. Az

egyenlet megoldasa:

1+1T+8-78 14+V625 1425

2 22
A negativ gyok nyilvin nem megoldas, tehat n = 13, azaz 13 golyd van a
zsédkban.

ni2 =

2.91. Feladat. Mennyi az 1,2,3,4,5,6,7,8,9 szdmjegyek permutéciéival
képezhetd kilencjegyii szamok Gssszege?

Megoldds. Irjuk egymas ala a 9! darab szamot, és végezziik el az Gsszead-
ast helyiértékenként. Olyan szdm, amiben példéul a kilences all az utolso
helyiértéken, 6sszesen 8! darab van, ahogyan az 1,2,3,4,5,6,7,8 szamok es-
etén is. Ekkor, ha elvégezziik az Gsszeadéast az utolsd helyiértéken, akkor
81(1+424+3+4+54+6+47+ 8+ 9)-et kapunk eredményiil. Hasonloan, ha
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az utolso eldtti helyiértéken végezziik el az Gsszeadast, a szidmjegyek Osszege
ugyanennyi lesz, de ezt még tizzel szorozni kell. A legmagasabb helyiértéken
108-nal kell szoroznunk, igy a szamok Gsszege:

81(142+3+4454+6+7+8+9)(1+10+---+10%) =8!-45-(111111111).

2.92. Feladat. A 32 lapos magyar kartyaval Csilla, Gabor és Janos ultit
jatszanak. Szétosztjak a lapokat, Csilla 12, Gabor és Janos 10-10 lapot
kap.

1. Hanyféle olyan szétosztds lehetséges, melynek sordn a 3 jatékos minde-
gyikénél van legalabb 1 &sz?

2. Hanyféle olyan szétosztas lehetséges, melynek sordan Csilla azonnal be-
mondja a piros ultit, melyet csak akkor tesz, ha nala van a piros hetes
és még 4 piros lap?

3. Hanyféle olyan szétosztas lehetséges, melynek soran Gabor "betlire" jat-
szik, melyet csak akkor tesz, ha a leosztott lapjaiban csak hetes, nyolcas,
kilences és tizes van?

4. Hanyféle olyan szétosztas lehetséges, melynek soran Janos "durchmars-
ra" jatszik, melyet csak akkor tesz, ha a leosztott lapjaiban néla van
minden 4sz és kiraly?

Megoldds.

1. Csillanak egy vagy két aszt kell osztani. Ha két aszt kap, akkor azokat az
4

aszokat, melyek hozza keriilnek, CZ = < 2> -féleképpen tudjuk megvalasz-

tani. Ehhez még a 28 nem asz lapbdl kell valasztanunk 10-et, melyet

28
0215? = <10> -féleképpen tudunk megtenni. Gabornak a maradék két
2
aszbol kivalasztunk egyet, erre C% =3 lehet&séglink van, és a mara-

18
dék 18 nem asz lapbdl kilencet, melyet Cfs = >—féleképpen tehetiink.

9
Azon lehetGségek szamét, amikor Csilla kap két dszt megkapjuk, ha az

egyes eddig megéllapitott lehet&ségek szorzatat vessziik:

4\ (28) (2\ (18
cieseich= (o) (o) () (5)
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Hasonléan, ha Csilla egy aszt kap, és valamelyik fia kap két aszt, akkor

4\ (2 1
az Osszes lehetGség 2 - <1> (151%) (2) (87>' Az 0Osszes megfelels szé-

tosztas szama tehat:

4\ 28\ [ 2\ [ 18 o 4\ (28\ [(3\ [17
2/\10/\1/\ 9 1/\11/\2/)\ 8 )"
. Csillanak odaadjuk a piros hetest. Kedvezd esetet kapunk, ha még kap

négy, 6t, hat vagy hét piros lapot. Ha még négy piros lapot kap, akkor
7
ezeket C?‘ = < 4> -féleképpen tudjuk kivalasztani. Ekkor a maradék 24

24
nem piros lapbdl még 7-et kell neki adni, melyre 0274 = < 7> lehetGsé-

20

10
lehetGség van. A maradék 10 lap Jénosé lesz. Tehat amikor Csillanak

6t piros lapja van (melybdl egy a piros hetes), az Gsszes esetek szama

7\ (24) (20
ceses = (1)(7) ()

Hasonloan kell okoskodnunk azokban az esetekben is, amikor Csilla
még Ot, hat illetve hét piros lapot kap. Az Osszes esetek szama igy
a kovetkezd:

7\ [24\ (20
CCTLC0 + CRC5,C3 + CFC3,03) + CTC3,C38 = <4> < 7) (10> !

() () () (0) ) () = () (5) ()

. Gabornak csak a hetes, nyolcas, kilences és tizes lapokbél valasztunk,

gink van. Gabor a megmaradt 20 lapbdl kap 10-et, melyre 0210 =

16
melyet Cllg = <10> -féleképpen tudunk megtenni. Csillanak a maradék

22 lapbol valasztunk 12 lapot, melyre Ca2 lehetSségiink van. Az igy
maradt 10 lap pedig Janosé lesz. Tehét az Osszes esetek szama:

clocae _ (16Y(22) _ 16! 221 161221
167227 \10/\12/) — 106! 12!10! — 6!(10!)212!

. Janosnak az aszokon és a kiralyokon kiviil még két lapot kell valasztani a

24
tGbbi 24 lapbol, melyet C3, = < 5 >-féleképpen tudunk megtenni. Csil-

lanak a maradék 22 lapbol valasztunk 12 lapot, melyre C42 lehet&ségiink
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van. Az igy maradt 10 lap pedig Gaboré lesz. Tehat az Gsszes esetek
szama:

o2 o 24\ (22 _ 240 220 2 .
2422 2 J\12 21221 121100~ 2-10'12!




3. fejezet
Vektorterek

1. Vektorterek és altereik

3.1. Feladat. A vektortér definiciéjanak felhasznalaséaval igazolja az alabbi
allitasokat:

1. C vektortér R felett.

2. A legfeljebb n-edfoku valés egyiitthatés polinomok P, halmaza vek-
tortér R felett, ahol n € N.

3. Egy [a,b] zart intervallumon értelmezett valés értéki fiiggvények Fqy)
halmaza vektortér R felett.

Megoldds.

1. (C,+) Abel-csoport, mivel C test. A valos szamok halmaza része a kom-
plex szamok halmazénak, igy barmely o, 8 € R és z, 21,20 € C esetén
alz1 + 22) = az1 + az és (a+ )z = az + [z teljesiil a disztributivités
miatt és a(fz) = (aff)z az asszociativitdas miatt. Nyilvan igaz 1z = z
is.

2. Legfeljebb n-edfoki polinomok 0Osszegének foka is legfeljebb n, igy P,
zart az Osszeadésra nézve, tovabba polinomok Osszeadasa kommutativ,
asszociativ és egy anx" + - - -+ a1z + ag polinom inverze (—a,)z™ +- - -+
(—a1)x + (—ag). Az azonosan nulla polinom nullelem, igy P, Abel-
csoport az Osszeadasra nézve. A skalarszorzasra vonatkozd vektortér
axiomék szintén teljesiilnek, hiszen ha p; = anx™ + -+ 4+ a1z + ap és
P2 = bpx™ 4 -+ + bix + by tetszéleges P,-beli polinomok és «, 3 valos
szamok, akkor

a(pr +p2) = alanz™ + -+ a1z + ag + bpz™ 4 -+ + byx + by) =

(aan)a” + -+ + (aag) + ( n)a” 4 -+ (abo) = apy + apa,
(a+B)p1 = ((a + Blan)z" + ((a+ Pan)z + ((a + Bao) =
(@)™ + -+ (aag) + (ﬁan)w + -+ (Bao) = ap1 + apz,
a(B(p1)) = a((Ban)z™ + --- + (Bao)) = (afan)z" +--- + (afao) = (aB)p1,

79
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1p1 = (lap)x" + -+ - + (lay)x + (lag) = p1.

3. Konnyen lathato, hogy Fj,y Abel-csoport a pontonkénti Osszeadésra
nézve: nullelem az [a,b]-n azonosan nulla fiiggvény, egy f : [a,b] —
R, =z — f(x) fiiggvény inverze az x — — f(z) fliggvény, a kommutativi-
tas és az asszociativitas nyilvanvalo. Legyen f1, fo : [a,0] — R,a, 5 € R,
ekkor

(a(fr + f2))(@) = a((f1 + f2)(2)) = a(f1(z) + fo(z)) =

afi(z) + afr(z) = (afi)(@) + (af2)(@) = (afi + afo)(z),
((a+B)f1)(@) = (a+ B) fi(z) = afi(z) + Bfi(z) = (afi + Bf1)(=),
(a(Bf))(x) = a(Bf1)(x) = affi(z) = (aB)f1)(=),
(L)) = 1fi(z) = fr().
3.2. Feladat. Vizsgaljuk meg, hogy mely vektortér axiémék teljesiilnek, ha
R2-en a vektortér miveleteket a kévetkezOképpen definidljuk: az Osszeadés

legyen (x1,2z2) + (y1,¥2) = (1 + y1,22 + y2), tehdt a hagyomanyos ko-
ordinatankénti dsszeadas; a skalarszorzas pedig o * (x1,x2) = (ax1, 20x2).

Megoldds. Mivel az Osszeadas a szokésos, igy az Abel-csoportra vonatkozo
tulajdonsagok teljesiilnek. A skaldr szorzas axidémai esetén

*(z+y) =ax((r1,72) + (y1,92)) = a* (v1 +y1, 72 + y2) =
(a(z1 +11), 2a(xe + y2)) = (axq, 20w9) + (ay1, 20y2) =
ax (z1,22) +ax (y1,42) = axz+ax*y,
(a+p8)xxz=(a+B)*(x1,22) = (( + B)x1, 2(a + B)x3) =
(azxy,2ax2) + (Br1,20x2) = ax* (1, 22) + B * (1,22) = a*xx + [z,
tehét az els6 ketts teljesiil. A harmadik tulajdonsagnal
ax(B*xx)=ax(B*(x1,22)) = ax* (Br1,201:) = (afry, 4afxs),
mig
(af) xx = (af)(x1,22) = (afz1,20fx2),
tehat ez nem teljesiil, ahogyan az utols6 axiéma sem:
Ixx =1%(z1,22) = (x1,219) # (x1,22) = 2
3.3. Feladat. Vektorteret alkotnak-e az aldbbi halmazok a valés szamok
teste felett, a szokasos dsszeadassal és skalarszorzéassal?

1. Pontosan n-edfoki polinomok halmaza és a zérus polinom, ahol n > 2,
2. Legfeljebb n-edfokii polinomok amelyekre igaz, hogy p(1) = 1,

3. Legfeljebb n-edfokii polinomok amelyekre igaz, hogy p(1) = 0,

4. Legfeljebb n-edfokii polinomok amelyekre igaz, hogy p(x) = p(—x),
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Azon [a,b] zéart intervallumon értelmezett valos értékid fiiggvények ame-
lyekre igaz, hogy f(a)+ f(b) = 0.
Azon (ay,...,a,) € R" szadm n-esek amelyekre igaz, hogy ay-- - --a, = 0.

Megoldds.

1.

Nem, mert ez a halmaz nem zért az Osszeadasra nézve. Példaul ha
p1(7) = apa™+an_ 12" 14+ +ag, p2(z) = (—an) T +by_ 12"+ by,
ahol a,, # 0 és ap—1 # —bp—1, akkor a p; + p2 polinom (n — 1)-edfokt
lesz.

Ez a halmaz nem tartalmaz zéruselemet, igy nem lehet vektortér.
Mivel ez a halmaz a P, vektortér részhalmaza, igy a miveletek tulaj-
donosagai 6roklédnek. A kérdés tehéat az, hogy ez a halmaz zart-e az
Osszeadasra és a skalarszorzasra nézve, azaz, hogy ilyen tulajdonsigu
polinomok 0Osszege illetve skalarszorosa szintén rendelkezik-e azzal a tu-
lajdonsaggal, hogy az 1 helyen nulla értéket ad. Mivel ha a p; és po
polinomoknak gyoke az 1, akkor ezen polinomok Gsszegének is gyoke
lesz, illetve tetsz6leges A € R esetén a Ap; polinomnak is gyoke lesz, igy
ez vektortér.

Ismét a vektortérmtveletkre valé zartsagot kell ellenérizni. Legyenek
p1,p2 € Py olyan polinomok, amelyekre pi(z) = pi(—x) és pa(z) =
p2(—x), ekkor

(p1 +p2)(x) = p1(z) + p2(x) = p1(—2) + p2(—z) = (p1 + p2)(—2),
tovabba tetszéleges A € R esetén

(Ap1)(z) = Ap1(z) = Ap1(—z) = (Ap1)(—2),
tehat ez a halmaz vektortér.
Legyenek f1, fa : [a,b] — R fiiggvények olyanok, hogy fi(a) + f1(b) =0
és fa(a) + f2(b) = 0. Ekkor
(fi + f2)(a) + (f1 + f2)(b) = fi(a) + fa(a) + f1(b) + f2(b) =0,

tovabba tetszdleges A € R esetén

(Af1)(a) + (Af2)(b) = Afi(a) + Af2(b) =0,
tehat ez a halmaz vektortér.
Nem vektortér, hiszen példaul a (0,1,...,1) és (1,0,...,0) szam n-esek
elemei a halmaznak, de sszegiik nem, hiszen az (1,1,...,1) szam n-
esbeli szamok szorzata 1 és nem pedig nulla.

3.4. Feladat. Legyen V egy vektortér a T test felett. Igazoljuk, hogy a
H C V halmaz akkor és csak akkor lesz altér V-ben, ha barmely o, 3 € T,
ész,y € H esetén ax + By € H.
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Megoldds. Definici6é szerint egy H C V halmaz altér V-ben, ha barmely
a€Tész,ye Hesetén ax és x+y elemei H-nak. Igazolni kell tehat, hogy
ezek egyenértékiek a feladatban szerepld feltételekkel.

1. Tegylik fel, hogy tetszdleges o, 8 € T, és z,y € H esetén ax + Sy € H.
Ekkor y = 0 valasztéassal ax € H, és o = 3 = 1 valasztassal z +y € H,
tehat H altér. B

2. Tegyiik fel, hogy H altér és legyenek o, 3 € T, x,y € H tetsz6legesek.
Ekkor definici6 szerint axz € H és By € H, igy ezen két H-beli vektor
Osszege is eleme H-nak, tehat ax + Sy € H.

3.5. Feladat. Alteret alkotnak-e az alabbi halmazok a megadott vektorterek-
ben?

1. Hy ={(x1,29,23) € R3 | 1 + 29 + x5 = 1} halmaz R3-ban,

Hy = {(z1,29,23) € R3 | 1 + 29 + 3 = 0} halmaz R3-ban,

Hs = {(z1,29) € R* | 2; = 0} halmaz R*-ben,

Hy = {azx® +asz® +a1x+ag € P3| ag-az-ay -ag = 0} halmaz P,-ben,
Hs ={f :]a,b] = R | f folytonos} halmaz az [a,b] zéart intervallumon
értelmezett valos értéki fliggvények vektorterében.

Megoldds.

1. Hi nem lehet altér, hiszen nem eleme a nullvektor.
2. Legyen o, 3 € R és z,y € Hy, tehat x1 + 22 +23 =0, y1 +y2 +y3 = 0.
A 3.4. feladat szerint Hy akkor lesz altér, ha az + By € Hy. Mivel

Cuk N

az + By = a(ry, x2,23) + B(Y1,Y2,y3) = (ax1 + By1, axs + By, axs + Bys),
igy ezen vektor koordinatainak Osszege axy + By1 + axs + [fy2 + axs +

Bys = a1 + x2 + 3) + B(y1 + y2 + y3) = 0, tehat Hy altér.
3. Hasznéljuk most az altér definiciojit, legyen o € R és z,y € H3. Ekkor

az = a(0,z2) = (0, axs) € Hs,

T+yY= (0,z2) + (0,y2) = (0,22 + y2) € Hs,
tehét Hs zart az Osszeadasra és a skalarszorzasra nézve, azaz altér.

4. H, zart a skalarszorzasra, hiszen ha a p = asz® + agz® + a1z + ag
polinomra teljesiil, hogy a3 - as - a1 - ag = 0, akkor a ap polinomban
szerepld egyltthatokra is: aas - aas - aaq - aayg = 0. Azonban Hy nem
zéart az Osszeadasra, igy nem altér. Valoban, ha két polinom olyan, hogy
az egylitthatoik kozott van nulla, ebbdl még nem kovetkezik, hogy az
Osszegiik is ilyen. Példaul

=+ +zx+0cHy, pr=2>+22+0-2+4+1€Hy,
p1+p2:2$3+2x2+x+1¢H4.
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Hj altér, mivel folytonos fliggvények Gsszege és skalarszorosa is folytonos
fliggvény.

3.6. Feladat. Hatarozzuk meg, hogy milyen halmazt alkotnak az aldbbi
vektorok Osszes linedris kombinaciéi a megadott vektorterekben:

1 z2=(1,2),y=(2,4) az R? vektortérben,

2.2=(1,2),y=(1,3) az R? vektortérben,

3. 2= (1,2,0), y = (2,1,0) az R® vektortérben,

4. py = 22, py = = a Py vektortérben.

Megoldds.
1. A két vektor sszes linearis kombinacidinak halmaza:
{Az + py|A, p e R}
Mivel Az + py = A(1,2) + pu(2,4) = (A + 2u)(1,2), igy ez a halmaz
az (1,2) vektor tobbszoroseibdl all, azaz az origon atmend (1,2) iranyu
egyenes.

2. Ezen két vektor Gsszes linedris kombinacioi kiadjak a teljes R? teret.
Valoban, ha z = (z1,22) € R? akkor léteznek olyan A, € R skalarok,
amelyekre z = Az + py, hiszen az alabbi egyenletrendszer

21\ 1 1 zZ1 = A+ %
<zQ> =X <2> tH (3) WL = 243
tetszbleges 21, 29 valos szamok esetén megoldhaté: A = 321 — 29, u =
29 — 221.

3. Az x = (1,2,0), y = (2,1,0) vektorok linedris kombinaci6jaként el5allo
vektorok harmadik koordinataja szintén nulla lesz, és az Gsszes olyan
z vektor esetén, aminek a harmadik koordinatéja nulla, léteznek olyan
A, i skalérok, hogy z = Az + py, hiszen a

21 1 2 21 = A+2u

zl=A{2]+pn]|l azaz o = 22+ pu
egyenletrendszer megoldhato: A\ = (229 —21)/3, p = (221 —22) /3. Tehat
az [z, y] sik vektorait allitja el6 az x és y vektorok linearis kombinaci6ja.

4. A py = 22, ps = x polinomok Osszes linearis kombinaciéjaként azon

legfeljebb méasodfoki polinomok &llnak els, amelyek nem tartalmaznak
konstans tagot: Api+ups = Ax>+px, ahol \, i tetszéleges valos szamok.

3.7. Feladat. Hatarozzuk meg, hogy milyen geometriai alakzatot alkotnak
R? és R? alterei.
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Megoldds.

1. R%nek trividlis alterei a {0} (csak a zérusvektorbol all6 halmaz) és

maga az R? halmaz. Tegyiik fel, hogy H egy olyan altér, amely tartal-
mazza az x # 0 vektort. Ekkor sziikségképpen tartalmazza ezen vektor
skalarszorosait is, azaz a Az alakt vektorokat (A € R), amelyek egy
origbn atmend z irdnyd egyenes vektorai. Mivel ez a halmaz zart az
Osszeadasra is, igy altér. Hogyha H tartalmazna olyan y vektort ami
nincs ezen az egyenesen, azaz y # ax, akkor R? minden vektora elgallna
z és y linearis kombinaciojakeént, tehat H = R? teljesiilne. Eszerint R>
nem trivialis alterei az origon atmend egyenesek.

R3 nem trivialis alterei az origbn atmend egyenesek és sikok, hiszen
ha egy altér tartalmaz egy x nem nulla vektort, akkor annak Osszes
skalarszorosat is tartalmazza, azaz egy 0-n &dtmend egyenest. Ha az
altér tartalmaz olyan y vektort ami nincs ezen az egyenesen, akkor az
altér tartalmazza a teljes sikot, ami az x és y vektorokra és az origora
illeszkedik. Ezen sik zart az osszeadésra és a skalarszorzasra, tehat altér.
Ha az altér tartalmazna ezen sikon kiviil es§ vektort, akkor az altér a
teljes R? térrel egyezne meg.

3.8. Feladat. Legyenek U és H alterek a V' vektortérben.

1. Mikor teljesiil, hogy U N H is altér?
2. Mikor teljestil, hogy U U H is altér?
3. Mikor teljesiil, hogy U + H={u+h |u € U, h € H} is altér?

Megoldads.
1. Két altér metszete mindig altér. Ha x,y € U N H, akkor z,y € U miatt

z+yeUész,y€ Hmiatt t+y € H, tehat z+y € UN H. Hasonléan
az € U, ax € H tetszéleges a skalar esetén, mivel U és H alterek, igy
ax € UNH, azaz U N H is altér.

Tegyiik fel, hogy U U H is altér. Ekkor tetszSleges u € U és h € H
esetétn u + h € UUH , azaz u+ h € U vagy u+ h € H teljesiil. Az
els§ esetben u + h = u; valamely u; € U esetén, igy h € U, a masodik
esetben pedig u € H. Tehat barmely u € U és h € H esetén u € H vagy
h € U teljesiil, ami csak akkor lehetséges, ha az egyik altér tartalmazza
a masikat, U C H vagy H C U. Nyilvanval6, hogy a feltétel elégséges
is.

Belatjuk, hogy U + H altér. Legyen z,y € U + H, ekkor x = u; + h; és
Y = Uy + hy valamely uy,uy € U és hy,hsy € H esetén. Ekkor

Tty=u tuy+h +hyeU+H
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és tetszbleges a € R esetén

oaxr = ou, +ah; e U+ H.

2. Linearis fiigg6ség, bazis, dimenzio

3.9. Feladat. Linearisan fiiggetlenek vagy fiiggéek-e az alabbi vektorrend-
szerek:

1. linearisan fiiggetlen vektorrendszerbdl elhagyunk egy elemet,
linedrisan fiiggé vektorrendszerhez hozzavesziink még egy elemet,
a rendszer egyik eleme egy masiknak kétszerese,

a rendszer egyik eleme hiarom masiknak az Osszege,

a rendszer egyik eleme a nullvektor.

Megoldads.

1. Ha a kapott vektorrendszer linearisan fiiggs, akkor a rendszer elemeibdl
a zérusvektor nem trivialis linearis kombinacioval is elGallithato. FEz
a kombinaci6é viszont az eredeti vektorrendszer elemeinek is egy nem
trivialis linearis kombinacioja (az elhagyott elem egyiitthatojat O-nak
valasztva), amely viszont ellentmond a rendszer linearisan fliggetlen-
ségének. Tehat a vizsgélt vektorrendszer linearisan fiiggetlen.

2. Az el6z6 pont gondolatmenetéhez hasonléan belathato, hogy linearisan
fliggs vektorrendszert kapunk.

3-5. Ha egy vektorrendszer valamely vektora kikombinalhat6 a tobbibdl,
akkor a vektorrendszer linearisan fiiggs. Ebbdl kovetkezik, hogy mind
a harom vektorrendszer linearisan fiiggs.

Cuk N

3.10. Feladat. Igazoljuk, hogy az z,y, z vektorrendszer pontosan akkor Ii-
nearisan fiiggetlen, ha az

1. z,z +y,z +y+ z vektorrendszer linearisan fiiggetlen,
2. x,y — x,z — x vektorrendszer linedrisan fiiggetlen.

Megoldds. Mindkét allitdas bizonyitasahoz azt a tételt fogjuk hasznalni,
miszerint egy vektorrendszer pontosan akkor linedrisan fiiggetlen, ha vek-
toraibdl a nullvektort csak trividlis linearis kombinécioval lehet elGallitani
(olyan linearis kombinéciét neveziink trivialisnak, amelyben minden egyiitt-
hato nulla).

1. El6szor tegytik fel, hogy z,y,z lindrisan fiiggetlen vektorok. Be kell
latni, hogy
ar + Bz +y)+v@z+y+z)=0
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csak akkor lehetséges, ha az «, 3,7 egyiitthatok mind nullak. Atren-
dezve az egyenlGséget

(a+B+7)z+(B+7)y+vr2=0
adodik. Mivel z,y, z linearisan fliggetlenek, igy
at+f+y=0, B+y=0, =0,

amibdl o = § = v = 0 adodik.
Megforditva, legyen z,z + y,z + y + 2 lineérisan fiiggetlen vektor-
rendszer. Ekkor ha

O=az+By+rz=(a—7)z+B-7)y+2) +vz+y+2),

igya—v=0,8—7=0,7 =0, amib6l a = 8 = v = 0 kovetkezik,
tehat az x,y, z vektorok is linearisan fiiggetlenek.
2. Legyenek az x,y, 2z vektorok lindrisan fiiggetlenek és tegyiik fel, hogy

O0=az+pBy—z)+v(z—2).
Ekkor

O0=(a—=B—-7)z+py+z
miatt « = -y =08 =79 =0,1gy a = 8 =~ =0, tehdt az z,y,2
vektorok is lineédrisan fiiggetlenek.

Megforditva, tegyiik fel, hogy x,y — x,z — z linearisan fiiggetlenek.
Ekkor ha

O=azx+py+vz=(a+B+7)z+ 8y —2z)+v(z—2),
akkor a+ 0 +~v=0F=a=0miatt « = =~v=0.
3.11. Feladat. Linedrisan fiiggetlenek-e a megadott vektorrendszerek?
(a) P3 vektortérben: pi(z) = (x—1)%, pa(x) = 22 -1, p3(z) = 222 +22—3.
(b) C* komplex vektortérben: z = (1,0,1), y=(4,1,0), w= (i,2,1+1).

Megoldads.
(a) Vizsgaljuk, hogy az
a1p1(x) + agpa(r) + asps(z) =0  (z € R)

polinomegyenletnek 1étezik-e az oy = as = a3 = 0 megoldason kiviil
més megoldéasa. A polinomegyenlet a kovetkezd alakban irhato:

ar(z—1)2 4+ ag(z? —1) +a3(22® +22-3) =0 (x € R),
azaz mindex z valds szadm esetén

(o1 + o + 2a3)x? + (=201 + 2a3)x + (apha; — as — 3asz) = 0-22 +0-z +0.
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Felhasznélva, hogy két polinom akkor és csak akkor egyezik meg egymaés-
sal, ha az egytitthatoik rendre megegyeznek, a kovetkezd lineéris egyen-
letrendszert kapjuk:

ajtas+2az =0
—201 +2a3 =0
a1—ao—3ag =0

A mésodik egyenlethez az els6 egyenlet kétszeresét hozzéadva, a har-
madik egyenletbdl pedig az els§ egyenletet kivonva adodik:

a1+ as+2a3 =0
—2ai9+6a3 =0
—2a2—5a3 =0

Most a harmadik egyenletbél a masodikat kivonva a kovetkezd egyen-
letrendszerhez jutunk:

a1+ az+ 2a3 =0
—2a9+ 6ai3 =0
—11a3 =0

melybdl azonnal adodik, hogy as = 0, igy as = 0, ezért a; = 0. Tehét a
0 csak a trivialis médon kombinalhaté ki a p1, p2, p3 polinomokbdl, igy
azok linearisan fiiggetlenek. (A linearis egyenletrendszerek megoldéasa-
nak modszereit lasd a 4. fejezet 4. részében.)

(b) Vizsgaljuk, hogy az

1 i i
ar |0 ] +as [ 1] +as 2 =0
1 0 141
——
z Y w
egyenletnek létezik-e az a1 = as = as = 0 megoldason kiviil més

megoldasa C-ben. A kovetkezd egyenletrendszert kell megoldanunk:

a1+ias+ tag =0
Qo+ 2a3 =0
Qi +(1 +1i)az =0
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Az els6 egyenletet a harmadikboél kivonva, majd a mésodik egyenlet i-
szeresét a harmadikhoz hozzédadva a kévetkezs egyenletrendszer adodik:

a1tias+ 1ag =0
oo+ 2a3 =0
(1 + 2i)a3 =0

melybdl lathato, hogy csak az a1 = ag = a3 = 0 teljesiti, gy az z, y, w
vektorrendszer linearisan fliggetlen C3-ban.

3.12. Feladat. A valos fiiggvények terében linedrisan fiiggetlen rendszert
alkotnak-e a kovetkezd fliggvényrendszerek?

1. (14 )% 4,6z, 22;

2. cos?x,4, cos 2z;

3. sinx, cos x;

4. 1,z 2% 2%, ... 2™

Megoldads.

1. A filiggvények linearisan fiigg&ek, hiszen

1 1
(1+z)?= 1 -4+§-6$—|—x2,
tehat az (1 + x)? fiiggvény el6all a masik harom linearis kombinacio-
jaként.
2. A jol ismert

1
cos’z = §(COS 2z + 1) (x € R)

azonossigot felhasznélva kapjuk, hogy

1 1
cos2a::§'4+§cosx (x € R),
igy a rendszer linearisan fiiggd.
3. Két vektor csak akkor lehet fiiged, ha egyik a mésiknak linearis kom-
binacioja. Tegyiik fel, hogy létezik ¢ € R, melyre sinz = ¢-cos x minden
x valds szam esetén. Ekkor

tanx = =c (:E#g—l-/fﬂ (kGZ))v

COS T

amely nyilvanvaléan nem igaz. Tehat a két fiiggvény linearisan fiiggetlen.
4. Mivel két polinom akkor és csak akkor egyezik meg egyméssal, ha az
egylitthatoik rendre megegyeznek, az

Az 4+ ap_ 12" T+ oz tag-1=0 (x € R)
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polinomegyenletb§l kévetkezik, hogy o, = ap1 = -+ = a3 = ag = 0,
azaz a 0 csak trividlisan allithato el a fiiggvények lineédris kombinacio-
jaként, tehat a rendszer linearisan fiiggetlen.

3.13. Feladat. Legyen V egy n-dimenziés valés vektortér. Az alabbi allita-
sok koziil melyek igazak?

NSOk =

V-ben van n 4 1 elemi linedrisan fiiggetlen vektorrendszer.

V' barmely két generatorrendszere egyenld elemszamui.

V' barmely két miniméalis generdtorrendszere egyenld elemszamau.
Ha G elemszama n és fiiggetlen, akkor generatorrendszere V -nek.
Ha G elemszama n és generdtorrendszere V-nek, akkor fiiggetlen is.
Bérmely n elemii részhalmaz generatorrendszere V -nek.

Van olyan n — 1 elemii halmaz, amely generatorrendszere V -nek.
Van olyan n + 1 elemii halmaz, amely generatorrendszere V -nek.

Megoldds.

1.

Az allitas nem igaz. V n dimenzids, igy bézisainak elemszéma n. Az
n + 1 elemd lineédrisan fiiggetlen vektorrendszer 1étezése ellentmondana
annak, hogy a béazis egy olyan linearisan fiiggetlen vektorrendszer, mely
maximélis elemszamu.

Az allitas nem igaz. V egy bazisa generatorrendszer, melynek elem-
szdma n, hiszen V n-dimenziés. Ha ehhez a bazishoz hozzaadunk egy
ajabb vektort V-bdl, akkor nyilvanvaléan szintén generatorrendszert ka-
punk, melynek elemszdma mér n + 1.

Az allitas igaz, hiszen minimaélis generatorrendszer bazis, igy elemszama
mindig n.

Az allitas igaz, hiszen ekkor G sziikségképpen bézis, igy generatorrend-
Szer is.

Az allitas igaz, hiszen ekkor G minimalis generatorrendszer, tehat bazis,
igy fliggetlen.

Az allitas nyilvanvaloan nem igaz. Példaul ha n > 1 és z € V, akkor
L(z,2-z,...,n-z)=L(z) #V.

Az allitas nem igaz, hiszen V minimaélis generatorrendszerének elem-
szama n.

Az allitas igaz, hiszen ha V' egy bazisdhoz hozzavesziink egy 1j vektort,
akkor egy n + 1 elembdl allo generatorrendszert kapunk.

3.14. Feladat. Legyen a; = (0,1,0), as = (0,0,1), b; = (0,2,1) és by, =
(0,1,2). Igazoljuk, hogy az ay,as illetve a by, b, vektorrendszerek ugyanazt
az alteret generaljak R®-ban.
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Megoldds. Az ay,as vektorrendszer nyilvanvaloan az [y, z] sikot generalja,
hiszen az

L:= {(anaz) | Y,z € R}
altér minden vektora felirhat6 linearis kombinaciojukként:

0 0 0
y|l=y 1| +2]0
z 0 1

aq as

A by, by elemei L-nek, és szintén generaljak az altér valamennyi elemét:

2 = <gy - 1z:> g + <gz - 1y> (1)
> 3 3 1 3 3 9
—— ——

by

€T
3.15. Feladat. Legyen a; = (1,2,3). Adjon meg olyan a, és a4 vektorokat
R?’-ban, melyekkel a; 1,2 illetve 3 dimenziés alteret general.
Megoldads.

(a) 3 vektor akkor generdl 1 dimenzi6s alteret (0-n atmend egyenest) R®-
ban, ha egymas skalarszorosai. Példaul

ay = (17273)7 ag = (27476)7 as = (37679)-

(b) 3 vektor akkor general 2 dimenzi6s alteret (0-n atmend sikot) R®-ban,
ha lineédrisan fiigg6ek, de kivalaszthaté bel6liik két linearisan fiiggetlen.
Példaul

a; = (17273)a a9 = (17171)a as = (27374)
Itt ugyanis a3 = a; + a,.

(c) Ha a 3 vektor linerisan fiiggetlen, a teljes R? vektorteret legeneréljak.

Példaul
Ql :(17273)7 Q2 :(17070)7 Q3: (07170)
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3.16. Feladat. Hatdrozzuk meg az alabbi vektorterek egy bazisat és dimen-
ziGjat:

1. A komplex szamok vektortere R felett.

2. A valos egyiitthatés polinomok P,, vektortere R felett.

3. A legfeljebb n-edfokt komplex egyiitthatés polinomok R felett.

4. A valés szamok halmaza Q felett.

Megoldads.

1. Ha z € C, akkor létezik a,b € R tgy, hogy 2 = a+bi = a-1+b-1, azaz z
elsall az 1 és az ¢ komplex szamok linearis kombinaci6jaként. Tehéat az
1,4 rendszer generatorrendszere C-nek R felett. Az 1,4 rendszer nyilvan
fliggetlen is, igy bazis. Ennek a bazisnak az elemszama 2, ennélfogva a
vektortér dimenzidja is 2.

2. Az 1,z,2%, ..., 2" polinomok halmaza nyilvanvaléan generatorrendszere
a P, vektortérnek és linearisan fiiggetlen is (lasd 3.12. feladat), igy
béazisa P,-nek. Tehat P,, dimenzidja n + 1.

3. Az 1,4, x,ix, 22,322, ..., 2", iz"™ polinomok halmaza linearisan fiiggetlen
és generatorrendszere a legfeljebb n-edfokd komplex egyiitthatos poli-
nomok R feletti vektorterének, igy bazis is. Tehat a vektortér dimenzioja
2(n+1).

4. A vektortérnek nem létezik véges bazisa, végtelen dimenzios. Ennek bi-
zonyitasahoz indirekt tegyiik fel, hogy létezik véges bazis: a1, as,. .. ay.
Ekkor azonban ha x € R, akkor létezik z1,xs,...,z, € Q tgy, hogy
T = r1a1 +x209+ ... THa,. Viszont az igy elGallithato valos szamok hal-
mazanak szamossiga egyenld a racionalis szamok n-szeres Descartes-féle
szorzatéval, mely a 2.55. feladat alapjan megszamlalhato. Ez ellent-
mond annak a ténynek, hogy a valos szamok szamossaga nem megszam-
lalhato (lasd 2.56). Az ellentmondéas oka az indirekt feltevés volt.

3.17. Feladat. Tekintsiik a valés egyiitthatés polinomok P, valos vektorterét.
Hany dimenziés alteret alkotnak a megadott polinomhalmazok?

1. Ly = {p € P,|p(2004) = 0}.
2. Ly ={p € Pulp(z) = p(—x) Yz € R}.
Megoldads.
1. Ha p(2004) = 0, akkor p(z) felirhato (x — 2004)p’(z) alakban, ahol
p'(z) € Pn_1. Ezért p elsall a

B1 = {(z — 2004) - 1, (z — 2004)z, (z — 2004)z2, ..., (x — 2004)z"" 1}
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halmaz elemeinek linearis kombinaciojaként. Bj linearisan fliggetlen is,
ugyanis az

ao(r —2004) - 1+ ... a1 (z —2004)z" 1 =0 (x € R)
polinomegyenletbdl x # 2004 esetén az
ap-l+aiz+...an12" 1 =0 (r € R,z # 2004)
egyenlet kovetkezik, melynek csak az a9 = a7 = -+ = a1 = 0 a
megoldasa. Tehat Li-nek By bazisa, mely n darab elembdl all, ezért L
dimenzidja n.
2. Legyen p(z) = ana™ + ap_ 12" 1+ +a1x +ag. Két esetet targyalunk
n paritasatol fliggGen.
(a) Legyen n paros. Ebben az esetben, p(z) = p(—=z) a kovetkezd
egyenletet jelenti:

ant” + a1z 44 ax+ ag

= " —ap 12" 4+ —ar+ag (z€R)
amely ekvivalens az
12"V ap_32" 34+ -+ a1z =0 (x € R)
egyenlettel. Ebbdl kévetkezik, hogy az a,—1,an—3, ..., a1 egyiitt-
hatok 0-val egyenl6ek, igy az Lo alteret legeneralja a

By :={z", 2" %, . 2% 2% 1}

halmaz. Ez a halmaz nyilvan linearisan fliggetlen is, igy Lo-
nek egy bézisa. Bs-nek g + 1 darab eleme van, mely éppen Lo

dimenzidja.
(b) Legyen n paratlan. A maésik esethez hasonldéan belathato, hogy
a
B = {z" 23,2t 2 1)

+ 1.

3.18. Feladat. Van-e olyan béazisa a legfeljebb harmadfoki valés egytitt-
hatés polinomok vektorterének, mely nem tartalmaz elséfoki vagy maéasod-
fokt polinomot?

halmaz bézisa Lo-nek, igy a dimenzid

Megoldds. Igen, van. Egy bazis, amely nem tartalmaz elséfokd polinomot:

:133,332,332 +z,1

Egy bazis, amely nem tartalmaz mésodfokta polinomot:

:133,a:3+:172,:17,1
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3.19. Feladat. Vizsgiljuk meg, hogy a b1, ba, bs vektorrendszer bazist alkot-
e R3-ban. Amennyiben igen, adjuk meg az x = (4,3,1) vektor koordinatait
az adott bazisra vonatkozéan:

(a) bl = (1713 1): (b) Ql = (17272)7 (C) Ql = (2743 2):

92 = (17272): Q2 = (27132); QQ = (47_2a _2)7
Q3 = (172’3): QS = (37334): Q3 = (17 -8, _5):
(6) Ql = (17273)7 (f) bl = (17273)7 (g) bl = (27270);
bQ = (27679)7 b2 = (47576)7 Q3 = (_17170)7
b3 = (4797 14)7 QS = (77879)7 Q3 = (0707 1)'

Megoldads.

(a) Mivel a vektorrendszer 3 tagu, annak igazolasahoz, hogy bazis elegendd
belatni, hogy a rendszer linedrisan fiiggetlen. Ehhez pedig meg kell
viszgalni, hogy az

aiby + agby + azbs =0
egyenletnek létezik-e nem trividlis megoldasa. Az egyenlet a kdvetkezs
linearis egyenletrendszerrel egyezik meg:
a1+ oo+ az =0
a1+2a04+2a3 =0
a1+2as+3a3 =0
A maésodik és harmadik sorbél az els6 sort kivonva, majd az igy kapott
egyenletrendszerben a harmadik sorboél a masodikat kivonva a kdvetkezd
egyenletrendszert kapjuk:
a1+aos+ag =0
as+az =0
Qa3 =0
melyrél azonnal leolvashato, hogy az vy = as = az = 0 az egyetlen
megoldasa, tehat a vektorrendszer linearisan fiiggetlen, igy béazis. Az x
vektor koordindtainak meghatarozasihoz meg kell oldani az
z1by + 22by + x3b3 =
egyenletet, mely az
T1+ 2o+ x3 =4
r1+2x9+2x3 =3
T1+2x9+3x3 =1
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egyenletrendszer alakban irhato, amely a feladat els6 részében leirt mo-
don a kovetkez6 alakra hozhato:

r1+xota3 = 4
To+x3 =—1
I3 =2

Ebbél kapjuk, hogy 3 = —2, 29 = 1 és x; = 5. Tehat a b, by, b3 bazisra
vonatkoz6 koordinataja z-nek (5,1, —2).
Megjegyezziik, hogy a masodik egyenletrendszer egyértelmi megold-

hatésaga maga utan vonja a vektorrendszer béazis voltat. Ugyanis, ha
a by, by, by vektorrendszer nem bézis, akkor nem generatorrendszer és
linearisan fiiggd is, igy egy R3-beli vektor vagy nem 4all el6 a by, by, bs
vektorok linearis kombinécidjaként, vagy tobbféleképpen elGéll. Azaz az
egyenletrendszer ellentmondéasos, vagy a megoldas nem egyértelmii.

(b) Az el6z6 pont megjegyzése alapjan csak az x1b; + x2by + 2303 = z
egyenlettel, azaz az

r1+2x9+3x3 =4
2x1+ x9+3x3 =3
2x14+2x0+4x3 =1

egyenletrendszerrel foglalkozunk. A maéasodik és harmadik sorbol az els6
sor kétszeresét kivonva, majd a mésodik sort 2-vel, a harmadik sort
pedig 3-mal szorozva a kovetkezst kapjuk:

Tr1+2x0+2x3 = 4
—633‘2—633‘3 =—10
—6x9—6z3 =—21

Az egyenletrendszer utolso két sora egymasnak ellentmond, igy a meg-
adott vektorrendszer nem bazis.

(c) Az (a) pont megjegyzése alapjan csak az x1b; + x2by + w3b3 = x egyen-
lettel, azaz az

2x1+4ro+ x3 =4
4x1—2x9—8x3 =3
2:171—2:E2—533‘3 =1
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egyenletrendszerrel foglalkozunk. Az elsd sor kétszeresét illetve egysze-
resét a masodik illetve harmadik sorbol kivonva a kovetkezd egyenlet-
rendszert kapjuk:

201+ 4dxo+ 3= 4
—1029—10z3 =—5
— 633‘2— 6:E3 =3

A maésodik és a harmadik sor egymés konstansszorosai, igy az egyik
elhagyhato. A

201+  4dxot+ x3= 4
—10z9—10x3 =—5

egyenletrendszer megoldasa nem egyértelmt, igy a by, by, b3 vektorrend-
szer nem bazis.
(d) A vektorrendszer bazis. Ebben a bazisban z koordinatai (30,1, —7).
(e) A vektorrendszer nem bazis.
(f) A vektorrendszer bazis. Ebben a bazisban x koordinatai (7/4,—-1/2,1).

3.20. Feladat. Legyen V egy vektortér, és H, L két altér V-ben. Vilaszol-
jon az alabbi kérdésekre!

(a) Ha dimV = 6, dimH = 4, dimL = 3 és H + L = V, akkor hany
dimenziés H N L?

(b) Igaz-e, hogy ha dimV = 8, dimH =5 és dim L = 4, akkor H és L
metszete tartalmaz nem nulla vektort?

(¢) Ha dim(H + L) = dim H + 1 és dim L = 4, akkor mit mondhatunk
H N L dimenziéjarol?

Megoldads.

(a) Az alterek dimenzidjara vonatkozo tétel szerint

dim(HNL) = dimH +dimL —dim(H + L)
= dimH+dmL-dmV =1.

(b) Igaz, hiszen dim(H + L) maximum 8, igy a metszet dimenzioja az el6z8
pontban alkalmazott tétel szerint minimum 1.

(¢) Az els6 pontban alkalmazott tétel szerint a H és L metszetének dimen-
zidja 3.
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3. Alterek direkt Osszege

3.21. Feladat. Tekintsiik az R® vektortérben az alabbi altereket:
Hy = {(ZL‘,0,0)|.Z‘ € R}
Hy ={(0,y,0)|y € R}
Hj3 = {(0,0, Z)|Z € R}
Hy = {(x,y, 0)|1‘,y € R}
H5 = {(07y7 Z)|y7 zZ € R}
Az alabbi allitasok koziil melyek igazak?

1. R®*= H, + H, + Hj,
2. R®=H, ¢ H, @ H;,
3. R®= Hy + H;,
4 R®*=H,® Hs.

Megoldds.

1. 2. Az allitasok nyilvan igazak, hiszen minden R3-beli vektor elsall H 1,
Hy 6s Hs-beli vektorok dsszegeként: ha (z,y, z) € R* akkor (z,y,2) =
(2,0,0)+(0,y,0)4 (0,0, z). Mivel ez az elsallitas egyértelmii, az alterek
Osszege egyben direkt Osszeg is. Ez egyébként kovetkezménye annak a
tételnek is, miszerint V = A @ B akkor és csak akkor, ha V = A+ B és
AN B = {0}, ahol V egy vektortér és A,B ennek alterei.

3. 4. Teljesiil, hogy R® = H, + Hj, hiszen tetszéleges z = (x,y,2) € R3
vektor elGall Hy és Hs-beli vektorok Osszegeként, de az elGallitas nem
egyértelmd, igy a 4. allitds nem igaz. Valdban,

Hs
A
(z,y,2) = (z,y,0) 4+ (0,0, 2)
—_——  —
e €Hy ey€Hs by Z
€2

(x,y,2) = (2,0,0) 4+ (0,y, 2)
—_——  —

QIEH4 b2€H5
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tehat z-et tobbféleképpen is fel lehet bontani Hy és Hs-beli vektorok
Osszegére. Az a tény, hogy a 4. allitds nem igaz, abbdl is kovetkezik,
hogy a H, és Hs alterek metszete nem csak a nullvektorbél all.

3.22. Feladat. Oldjuk meg az alibbi feladatokat, amelyek arra a tételre
vonatkoznak, miszerint ha H egy altér a V vektortérben, akkor létezik olyan
L altér V-ben, amelyre V. =L ® H.

1. Legyen Hy = {(0,y,y)ly € R}. Hatarozzunk meg egy olyan Hy al-
teret R3-ban, amelyre R® = Hy @ H, teljesiil és hatarozzuk meg az
z = (2,3,4) vektor egyértelmii felbontasat H illetve Ho-beli vektoro-
rok Gsszegére!

2. Legyen Ly = {(z,x,2)|z,z € R}. Hatarozzunk meg egy olyan Ly alteret
R?’-ban, amelyre R3 = L,& L teljesiil és hatarozzuk meg az x = (1,2, 3)
vektor egyértelmii felbontasat Ly illetve Lo-beli vektororok ésszegére!

3. Legyen P, az az altér Py-ben, amit ap; = 2z3+x és aps = 22 polinomok
generalnak. Adjunk meg egy olyan P, altert, hogy Py = Py & P, és irjuk
fel a p = 3x* 4 423 + 322 + = + 3 polinom egyértelmii felbontasat Py és
P5-beli polinomok Osszegére.

Megoldds.
1. Mivel a Hy altér 1-dimenziods, igy Hs-nek egy olyan 2-dimenzids alteret

valaszthatunk, hogy H7 és Hs bazisainak egyesitése R3 egy bazisat adja.
Legyen példaul

H2 = ﬁ(gl = (17030)7§2 = (07 170))>

azaz az [r,y| sik (természetesen méas alteret is valaszthattunk volna).
Keressiik azokat az egyértelmien létez6 a, b, c € R szamokat, amikre
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teljestil. Innen a =4,b=2, c = —1.
2 0 2 H,
31=[(4]1+]|-1
4 4 0 by
e N —
Q1EH1 QQEHQ

Hy

2. Mivel az L; altér 2-dimenzios és egy bazisat alkotjak a by = (1,1,0), by =
(0,0,1) vektorok, igy az Lo altér 1-dimenzios lesz. Lo lehet barmelyik
olyan altér, amit egy bs vektor generdl és by, by, by linearisan fliggetlen
vektorrendszer. Legyen példaul by = (1,0,0), ekkor keressiik azokat az
a,b,c € R szamokat, amikre

1 1 0 1
21 =a 1] +b6[0]+c|O
3 0 1 0

cly €Ly

teljesiil. Innen a =2,b6=3, c = —1.

3. A Py altér 2-dimenzids, igy a Ps altér 3-dimenziés. Legyen példaul Ps
az az altér, amelyet a ps = 2%, py = z, ps = 1 polinomok generalnak.
Ekkor

et +4a3 4322 4243 = 3x4+2(2x3+x)+3x2—a:+3 = 3p3+2p1+3ps—ps+3ps,
tehat a felbontés:

p=3ct+43 + 322 + 2 +3=423 432+ 2z + 3z* —x+3 .
2p1+3p2€P1 3p3—pa+3ps€Pe

4. Linearis sokasagok, faktortér

3.23. Feladat. Allapitsuk meg, hogy x + H és y + L ugyanazt a linedris
sokasdgot jelenti-e a V' vektortérben vagy sem, ha
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L V=R 2z=(,23), H=L(211),01,0,1), y = (1,-2,4), L =

Megoldds. Az x+ H és az y+ L linearis sokasagok megegyeznek, ha iranyal-
tertik azonos és y € z + H.

1. Nem egyezhet meg a két lineéris sokasag, mivel iranyalteriik kiilonbo6zé,
hiszen példaul az (1,0,1) vektor nem allithato el§ az L altér bazisvek-
torainak linearis kombinaciojaként, nem léteznek olyan t,l € R szamok,

hogy

1 1 3 1 = t+3l
O)=t|1|+1l]|1]), vagyis 0 = t+1.
1 2 2 1 = 2t+42]

Lathato, hogy a két utolsé egyenlet ellentmond egymaésnak.

2. Mivel (—4,-2) = —2(2,1), igy L = H, tehat az iranyalterek mege-
gyeznek. Ezutan a kérdés az, hogy y el6all-e x + h alakban, ahol h € H,
azaz létezik-e olyan t € R, hogy

()G

>

m
=
18

Mivel t = —1 esetén ez teljesiil, a két linearis sokasidg megegyezik. A
linearis sokasag megadéasanal x és y is valaszthatd reprezentansvektor-
nak, akarcsak a linearis sokasag barmely masik eleme.

3. A két linearis sokasag irdnyaltere megegyezik, hiszen a H altér bazisvek-
torainak lineédris kombinacidcidjaval elGallithatdéak az L altér bazisvek-

torai:
1 1 0 1 1 0
1)=1|1|+2]0], 1] =(1]+3]0
2 0 1 3 0 1
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Most megvizsgaljuk, hogy y eleme-e az x + H linearis sokaségnak, azaz
léteznek-e olyan ¢,l € R szamok, hogy

2 1 1 0 1 1 0
3l=(o|+t|1]+1l0], vagyis [3|=¢t|1]+i[0
4 0 0 1 4 0 1

Lathato, hogy ilyen szdmok nem léteznek, tehat a két linearis sokaség
kiilonbozik, de iranyalteriik ugyanaz (két, egyméassal parhuzamos sik).

3.24. Feladat. Vilaszoljon az alabbi kérdésekre, amelyek a linearis sokasa-
gokkal végezhets miiveletekre vonatkoznak!

1.

2.

Legyen H egy altér R*-ban. Mivel egyenl6 az (1,2,3)+H ésa (2, -1, —1)+
H linearis sokasagok Gsszege?

Legyen H egy altér R®-ban. Mivel egyenlé az (1,0,1) + H lineéris
sokasag 6-szorosa?

Legyen H egy altér a V' vektortérben. Mikor teljesiil, hogy (z + H) +
(y+H)=H?

Mikor teljesiil, hogy x + y+H=y+H?

Legyen H = {(z, —z)|z € R} egy R?-beli altér és tekintsiik a A(1,1)+H
alaku linearis sokasagokat. Ezek koziil melyikkel lesz egyenlé a (4,2)+ H
és a (2,0) + H linearis sokasagok Osszege?

Megoldads.

1.

Két linearis sokasag Osszege az alabbi modon van definidlva: (z+ H) +
(y+H)=(z+y) +H. Igy

((1,2,3) + H) + ((2,-1,-1) + H) = (3,1,2) + H.

. Linedris sokasag skalarral valo szorzasasa definicio szerint: A(z + H) =

Ax + H. Eszerint
6((1,0,1) + H) = (6,0,6) + H.

Mivel (z+ H)+ (y+ H) = (z +y) + H, igy ez akkor és csak akkor lesz
egyenls H-val, hax +y e H.

Pontosan akkor teljesiil, hogy £ +y+ H =y+ H, haz+y € y+ H
azaz ha x € H. B B -
Mivel ((4,2) + H) + ((2,0) + H) = (6,2) + H, a kérdés az, hogy milyen
A € R szam esetén lesz (6,2) + H = A\(1,1) + H, ami pontosan akkor
teljesiil, ha (6,2) € A(1,1) + H. Ekkor

6\ (1 x .. 6 = At+ux
<2>—)\<1>+<_$>, vagyls o _ \—
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valamely z € R esetén. Innen x = 2 és A = 4, tehat (6,2) + H =
(4, 4) + H.

H
(6,2) + H = (4,4) + H

(z\OH H (5+ H

3.25. Feladat. Hatarozza meg a V//H faktorteret és adja meg egy bézisat,

ha

1. V=R?é H=L((2,1)),

2. V=R?6é H = L((1,0,0),(0,0,1)),

3. V=R*é H = L((0,0,1)),

4. V=C és H = {z € C|Im(z) = 0} azaz a valés szamok,

5. V=P, és a H alteret a p; = 22 és a py = x polinomok generaljék.

Megoldds.

1. A V/H faktortér elemei az z + H, z € R? alaki linearis sokasagok,
azaz azok a parhuzamos egyenesek, amelyeknek iranyvektora (2,1). A
faktortér dimenzidja dim V' — dim H = 1, egy lehetséges bazisa példaul
a (0,1) + H linearis sokasag, ennek skalarszorosaként a faktortér vala-
mennyi eleme elGallithato.

0,1) + H

/v
]

2. A V/H faktortér elemei az z+ H, z € R? alakd linearis sokasagok, azaz
az [z, z] sikkal parhuzamos sikok. Mivel

($7y7z)+H: ($707Z) +(07y30)+H: (07y70) +H7
——

€H
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igy a faktortér elemeinek megadasanal valaszthatunk olyan reprezen-
tansvektorokat, amelyeknek csak a mésodik koordinataja nem nulla:
V/H = {(0,y,0)+ H|y € R}. A faktortér dimenzioja: dimV —dim H =
1, egy lehetséges bazisa a (0,1,0) + H linearis sokasag.

A faktortér elemei az x + H, = € R3 alaki linearis sokasigok, azaz a
z-tengellyel parhuzamos egyenesek. A faktortér 2-dimenzios, egy lehet-
séges bazisat adjak az (1,0,0) + H, (0,1,0) + H alaka lineéris sokasé-
gok, tehat V/H = {(x,y,0) + H|z,y € R}. Valoban, egy tetszdleges
z=(z,y,2) € R3 vektor esetén (z,y,2) + H = (z,y,0) + H, igy ennek
a lineéris sokasagnak a felirdasa ebben a bézisban:

2((1,0,0) + H) +y((0,1,0) + H) = (x,4,0) + H = (z,y,2) + H
(0,1,0) + H

(1,0,0) + H
(z,y,2) + H

Y

x

A komplex szidmoknak a valos szamok szerint vett faktorterének elemei
olyan, komplex szadmokbdl all6 halmazok, amelyekben a szdmok képzetes
része azonos. Valoban, C/R elemei a z + R alakt halmazok, és ha
a 21,29 € C szamok képzetes része azonos, akkor z; + R = 2z + R:
21+ R = (a1 +bi))+R =bi+R = (ag+bi) + R = 20+ R. Igy a faktortér
elemeinek lefrasahoz véalaszthatunk olyan reprezentansokat, amelyeknek
valos része nulla, tehat C/R = {bi+R|b € R}. A faktortér 1-dimenzios,
egy lehetséges bazisa i + R.

A faktortér elemei

aszt + agac?’ + asz® + arx 4+ag+ H = asxt + agac?’ +ag+ H
—~— =~
€eH €eH
alaktak, tehat azok a polinomok, amelyekben csak a masod- illetve az
els6fokn tag egyiitthatdja tér el, ugyanabba a linearis sokasigba tartoz-
nak és egyiittesen adjak ki a faktortérnek egy elemét. V/H dimenzidja:
dimV — dim H = 5 — 2 = 3, egy lehetséges béazisat adjak az z* + H,
2% + H, 1+ H halmazok.



4. fejezet
Matrixok, linearis egyenletrendszerek

1. MAtrixok

4.1. Feladat. Allapitsuk meg, hogy az alabbi métrixok szorzata értelmezve
van-e, és ha igen, akkor milyen tipusiti matrix lesz az eredmény:

(a) Asx2-Baxr, (b)(A2x3)T - Baxa, (¢)Aixs - Bixs,

(d)(A1x3)" - Bixs, (€)(Arx1)T - Brx1, (f)Asxa - Baxa - Caxs.

Megoldds. Két matrixot akkor tudunk Osszeszorozni, ha az els6 matrixnak
pontosan annyi oszlopa van, ahény sora van a mésodiknak. Ebben az esetben
az eredménymétrixnak annyi sora van, mint az els6 méatrixnak, és annyi
oszlopa, mint a mésodik maéatrixnak. Ezek alapjan a feladat megoldésa a
kovetkezs:

(a) A szorzat értelmezett, az eredménymatrix 3 x 7 tipusi.

(b) Az A3 métrix transzponaltja 3 x 2 tipust, igy a szorzat értelmezett,
az eredménymatrix 3 x 2 tipusi.

(c) A szorzat nem értelmezett, hiszen az elsé matrixnak harom oszlopa van,
mig a mésodiknak csak 1 sora.

(d) A szorzat értelmezett, az eredménymatrix 3 x 3 tipusi.

(e) A szorzat értelmezett, az eredménymaétrix 1 x 1 tipusu, azaz egy valds
SzAam.

(f) A maétrixszorzas asszociativitasat felhasznalva:

Asyo - Boxa - Caxs = (Asxa - Baxa) - Caxs = (AB)3xa - Caxs,

tehat a szorzat értelmezett és az eredménymatrix 4 x 5 tipust.
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4.2. Feladat. Szamitsuk ki az alabbi szorzatokat:

o GYEY T W (DY

~—

2 3 2\ (00 1 320\ (32 1
© (15 5]-(to0oo0], @ [622] (o4 2],
110/ \0 10 101) \19 1
5 11
@ (1)) w oz (i)
2 11
135 7\ (02 02\ (1357
(9) (2142)'(1 2)’ (h) (1 2)'(2142)'

Megoldads.

(a) A sor-oszlop kompozicios szorzas definicidja alapjan a szorzatmétrix
i-edik soranak j-edik elemét tgy kapjuk meg, hogy az els§ méatrix i-
edik soraban 1év6 elemeket rendre beszorozzuk a méasodik métrix j-edik
oszlopaban 1év§ elemekkel, és ezeket a szorzatokat Osszeadjuk. Ezek
alapjan

1 2\ (5 6) _ 1-5+2-7 1-6+2-8\ (19 22
3 4 7 8/ \3:-5+4-7 3-6+4-8) \43 50/
Matrixok szorzésa szemléltethets az alabbi modon is:
5
7

6
8

12 |19 22
3 __ 4 |43 [50]

DN

Ennél a felirdsnal jol lathato, hogy egy adott elem kiszamitésanal
melyik sort melyik oszloppal kell szorozni.

3 2 2 9 14 7
(b) (E 250> © [5 51 @ (20 38 32| (o (g)
1 01 4 11 12

. , 4 2 8 4
) (5 5) (g) nincs értelmezve (h) (5 5 13 11)
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1

4.3. Feladat. Legyen x = | 3 |. Szamitsuk ki az (z - 27)3 és (2T - )3
2
értékeket.
Megoldads.
1 5103 2\°
(z-2")? = 31-(1 3 2)] =13 96
2 2 6 4
1 3 2 1 2 2
= 3 9 613 6 6
2 6 4 2 4 4

2 196 588 392
6| =588 1764 1176
4 392 1176 784

1
' -2? = [ (1 3 2): 3)
f

4.4. Feladat. Hatdrozzuk meg az
megadott helyen:

13 4 02 1
@ |11 0 ® (0o 10
0 0 3 31
Megoldads.
(a)
1 3 4\°2 1 3 4 1 3 4\°
2.1 1 0] =3-([1 1 0]+2-[1 1 0
00 1 00 1 00 1
8 12 16 3 9 12 2.0 0 7 3 4
— (4 8 8|33 o]+[0o20|=[17 8
0 0 2 00 3 00 2 00 1
(b)
2 0
02 1 02 1 02 1 8 4 —1
2.lo 1 0] =3-{o 1 0]=2-{o1 0] =|0 1 o0
3 31 3 3 1 3 3 1 -3 15 7



106 4. MATRIXOK, LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

4.5. Feladat. Legyen A és B olyan matrixok, melyek esetén értelmezve van
az AB szorzat. Az alabbi allitasok koziil melyek igazak:

1. AB sorvektorai a B sorvektorainak lineéris kombin&cioi.

2. AB sorvektorai az A sorvektorainak linedris kombindcioi.

3. AB oszlopvektorai az A oszlopvektorainak linearis kombin&ciéi.

4. AB oszlopvektorai az A sorvektorainak linedris kombinacioi.

Megoldads.

1. Legyen A € Myxpn, B € Myxp,. Jeloljik az A matrix elemeit a;;-vel, a
B maétrix elemeit bj-vel, j-edik sorvektorat Qj—vel illetve az AB métrix
i-edik sorvektorat ¢;-vel (i = 1,...,k; j=1,...,n; Il =1,...,m). Az
AB matrix i-edik sorédnak elemei az A maétrix i-edik soranak és a B
matrix oszlopainak sor-oszlop kompoziciés szorzatai, tehat

n n n
¢ = g aijbjhg aijbj27~-7g ijbjm
J=1 J=1 J=1
n

= Z (aijbjl, az'jbjg, e ,aijbjm) = Z aij (bjl, ij, N 7bjm)
j=1 7j=1

n
= E az’jbj-
Jj=1

gy ¢; valoban elsall a B vektor sorvektorainak linearis kombinacio-
jaként, az allitas igaz.
2. Az el6z6 pont alapjan adodik, hogy az allitas nem igaz.
3. Az 1. ponthoz hasonléan belathato, hogy az allitas igaz.
4. Az el6z6 pont alapjan adodik, hogy az &llitas nem igaz.
4.6. Feladat. Mutassuk meg, hogy felsé triangularis matrixok szorzata is
felsG triangularis.

Megoldds. Legyen A = (a;j) € Mpxn és B = (bij) € Mpxy, fels6 triangularis
matrixok. Egy kvadratikus matrix pontosan akkor fels§ trianguléris, ha
f6atloja alatt mindeniitt 0 van, igy

(*) ha i > j, akkor a;; = 0 és b;; = 0.

Legyen AB := C = (c¢;5) € Myxn. Azt kell igazolnunk, hogy ha i > j, akkor
cij = 0. Legyen 1 < j <i < n. Ekkor (%) miatt

n i—1 n
cij =Y agby =Y ay b+ Y aq by =0,
~ ~~
=1 =1y 1=i v



1. MATRIXOK 107

amit bizonyitani akartunk.

4.7. Feladat. Legyen A = (ai;) és B = (bi;) n x n tipusii matrixok, melyek
minden sordban az elemek Osszege 1. Igazoljuk, hogy AB = (c;j) is ren-
delkezik ezzel a tulajdonsaggal.

Megoldds. Legyen 1 <1 < n. Ekkor

n n n n n n n n
Dcii =D D by =} ) aishy =) ai by =) aw=L
j=1 j=1s=1 j=1s=1 s=1  j=1 s=1
——

1
4.8. Feladat. Igazoljuk, hogy nem léteznek olyan A és B kvadratikus mét-
rixok, melyekre AB — BA = F teljesiilne, ahol E az egységmatrixot jel6li.

Megoldds. Legyen A = (a;j) € Mpxn és B = (bij) € Myxn. A bizonyitas-
ban azt hasznéljuk fel, hogy az E € M, egységmatrix fGatlojaban 1évs
elemek Osszege n. Legyen AB — BA := C = (¢;j) € My xn. Ekkor

n n
Cii = E aiby; — E bk,
=1 k=1

igy a C métrix fatlojaban 16vE elemek Gsszege:

n n n n
cirt e =Y aubn — > bieagi + o+ Y anibim — Y bukn
=1 k=1 =1 k=1
n n n n
= > aubn+-+ Y ainbym — <Z bikakr + -+ Y bnkakn)
=1 =1 k=1 k=1
n n n n n n n n
= D) Jawbk— YD ambe =Y > amby— > Y apby = 0.

k=11=1 =1 k=1 k=11=1 k=11=1
Ebbdl kévetkezik, hogy C' nem lehet az egységmatrix.

4.9. Feladat. Adjunk meg olyan 2 X 2 nemzéré matrixot, melynek a négy-
zete a zéromatrix.

Megoldds. Példaul a <8 (1]> matrix teljesiti a kivant feltételt.

4.10. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy minden n € N esetén

. n .
cosx —sinz) _ [cosnz —sinnz
sinz cosz “ \sinnz cosnx /°
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Megoldds. A feladatot n szerinti teljes indukciéval latjuk be. Az allitas
n = 1 esetén nyilvanvaléan teljesiil. Tegyiik fel, hogy az egyenlGség igaz
n = k esetén, azaz

. k .
cosr —sinz)\ _ [coskr —sinkz
sinx cosx " \sinkx coskx J°
Ekkor, felhasznéalva a matrixszorzas asszociativitasat, n = k + 1-re
. k+1 . k .
cosr —sinx __(cosxz —sinzx cosx —sinx
sinx cosx ~ \sinz cosz sinx cosz
_ (coskx —sinkx cosx —sinx
o sinkx coskx sinx cosx

_ [coskxcosz —sinkxrsinz —(coskxsinz + sin kz cos x)
sin kx cos x + cos kz sin x cos kx cosx — sinkzsinx

(cos(k + 1)z —sin(k+ 1)a:>
sin(k+1)x  cos(k+1)x )’
amely éppen az allitds n = k + 1-re. A bizonyitas utols6 lépésében a
sin(a + 3) = sinacos 3+ cosasinf
cos(a+ ) = cosacosff —sinasinf

azonossagokat hasznaltuk.
4.11. Feladat. Mutassuk meg, hogy
(a) szimmetrikus métrixok Osszege is szimmetrikus,
(b) ferdeszimmetrikus matrixok Gsszege is ferdeszimmetrikus,
(c) barmely kvadratikus matrix el6all egy szimmetrikus és egy ferdeszim-
metrikus matrix osszegeként,

(d) ferdeszimmetrikus méatrix f6atl6jaban mindeniitt nulla all,
(e) ha A és B szimmetrikus tovibba AB = BA, akkor AB is szimmetrikus.

Megoldds.

(a) Legyen A és B szimmetrikus métrixok, azaz AT = A és BT = B. Ekkor
(A+B)T = AT + BT = A+ B, tehat az A + B matrix is szimmetrikus.

(b) Legyen A és B ferdeszimmetrikus matrixok, azaz AT = —A é¢s BT =
—B. Ekkor (A+ B)T = AT + BT = —A+4 (—B) = —(A+ B), tehat az
A + B métrix is ferdeszimmetrikus.

(c) Legyen A kvadratikus matrix. Ekkor az A; := %(A—i— AT) méatrix

1
szimmetrikus, az Ag = 3 (A — AT) matrix ferdeszimmetrikus és A =
A1 + As.
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(d) Az A kvadratikus matrix f6atlojaban 16v6 elemek a transzponalas soran
a helyiikon maradnak. Igy az AT = —A egyenléség csak akkor tel-
jestilhet, ha ezen elemek megegyeznek énmaguk —1-szeresével, melybdl
kovetkezik, hogy nullédval egyenlGek.

(e) A feladat feltételele szerint AB = BA. Ezért (AB)T = BT . AT =
BA = AB, tehat AB is szimmetrikus.

4.12. Feladat. Az n-edrendii kvadratikus matrixok terében tekintsiik a
szimmetrikus és a ferdeszimmetrikus matrixok halmazat:

Sp={A € Mun|AT = A} A, = {A € Myun|AT = —A}.
Igazoljuk, hogy S, és A, altér M, x,-ben, és adjuk meg ezen alterek egy
béazisat és dimenzijat!

Megoldds. A 4.11. feladat szerint az Osszeadas nem vezet ki sem S,,-bdl,
sem A,-b6l. Felhasznalva a (AA)T = MAT azonossagot adodik, hogy a
skalarszorzas sem vezet ki a fenti halmazokbdl, igy vektorteret alkotnak.
Sy, egy bazisa:

1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
n db. . ) .. . . .
0 0 0 00 0 0 0 1
01 0 0 . 00

1 0 0 : :

n — 1 db. . '
: 0 0 1
00 0 0 10
0 0 1
0 0 0

1 db.

1 0 ... 0

Ugyanis a megadott matrixok szimmetrikusak és linearis kombinacioikkal
elallithatd az Osszes szimmetrikus matrix, tehat S, generatorrendszerét
alkotjak. Masrészt linearisan fiiggetlenek is, hiszen a
1 ... 0 0o ... 1 ap ... Qg
ol T ] L e
0O ... 0 1 ... 0 Qg ... Qp
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matrix csak akkor lehet egyenlS a zérusmatrixszal, ha a1 = -+ = ag

1 1
Abéziselemszéma,s:1+2+-~+(n—1)+n:M { Lﬂ

dimenzios.

A, egy bazisanak megkonstrualasa teljesen hasonléan kaphato. Figyelembe
kell venni, hogy a 4.11. feladat alapjan ferdeszimmetrikus métrix f§atlojaban
csak 0 allhat, igy n darabbal kevesebb béziselemiink lesz (az S,, béazisaban
szerepld els6 n elemre itt nincs sziikség).

A, egy bazisa:

o
—
o
o
[a)
()

-1 0 0 :
n —1db. . :
: 0 0 1
0 0 0 0 1 0
0 0 1
0 0 0
1 db. .
~-1 0 0
I —1
Igy A, dimenzidja 1+2+ -+ (n—1) = w

4.13. Feladat. Jelslje EW) azt an x n tipusi (elemi) métrixot, amelyiket
igy kapunk az egységmétrixbdl, hogy annak i-edik sorat felcseréljiik a j-edik
soraval. Mi térténik akkor, ha egy matrixot balrdl illetve jobbrdl beszorzunk
E3)_yel?

Megoldds. Legyen e, az egységmatrix k-adik sorvektora, A = (a;;) € Myxn.
Ekkor

QkA: (ak17”‘7akn)7

azaz az A méatrix k-adik sora. Az E() matrixszal balrol valo szorzasnal,
a sor-oszlop kompoziciés szorzas definicidja miatt tehat az A méatrix so-
rai lesznek az eredménymaétrix sorai. Azonban az A matrix i-edik sora az
eredménymaétrix j-edik soraban, az A maéatrix j-edik sora pedig az ered-
ménymétrix i-edik sordban szerepel, tehéit az E(3) matrixszal balrol valo
szorzas az i-edik sort felcseréli a j-edik sorral az A métrixban.

Hasonlé gondolatmenettel lathaté be, hogy az E() matrixszal jobbrol
valo szorzés az i-edik és j-edik oszlopok felcserélését eredményezi.



1. MATRIXOK 111

Példa:
1 00 1 2 3 1 2 3
0 01 4 5 6 = 7 8 9
010 7 8 9 4 5 6
1 2 3 1 00 1 3 2
4 5 6 0 01 = 4 6 5
7 8 9 010 7 9 8

4.14. Feladat. Adjunk meg olyan 3 x 3 matrixot, amellyel a balrél valé
szorzas minden 3 X 3-as mdtrix elsé sorat megkétszerezi, a harmadikhoz
pedig hozzdadja a masodik sor haromszorosét.

Megoldds. Ismert, hogy amilyen elemi dtalakitédsokkal keletkezik az E egység-
matrixbol az € elemi méatrix, ugyanolyan elemi atalakitasokkal keletkezik az
A-bol az ¢ A matrix. Ezt a tételt kétszer alkalmazva adédik, hogy megkapjuk
a kivant matrixot, ha az egységmatrixon elvégezziik a megadott atalakité-
sokat, azaz elsG sorat megkétszerezziik, harmadik sorahoz pedig hozzaadjuk
a masodik haromszorosat. Tehét a keresett matrix:

2 00
010
0 3 1
Példaul:
2 00 1 2 3 2 4 5
01 0)-14 5 6|=[4 5 6
0 31 1 11 13 16 19

4.15. Feladat. Mikor invertalhaté az A = (CCL Z) matrix? Hogyan széa-
mitjuk ki az inverzét?

Megoldds. Az A méatrix invertalhato, ha létezik olyan X = (x4;) € Maxa
métrix, melyre AX = F, azaz ha megoldhat6 a kovetkezd egyenlet:

a b . r11 T12) 10
c d o1 T922 o 0 1
A fenti métrixegyenlet a kivetkezs linearis egyenletrendszerekkel ekvivalens:
aril +bxror =1 ario + bxros =0
cr11 +dxo; =0 cr1o +drog =1

Az els6 egyenletrendszer elsd egyenletébdl adodik, hogy a és b egyszerre nem
lehet nulla. Tegyiik fel példaul, hogy a # 0. Ekkor, a méasodik egyenlet-

rendszer masodik egyenletébdl az elsé egyenlet — —szoroséat kivonva, majd a
a
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mésodik egyenletet a-val beszorozva a kovetkezd egyenletrendszert kapjuk:

ario+ broo =0

(ad — bc)zog =a

Ez az egyenletrendszer pontosan akkor megoldhatd, ha ad — be # 0 és ekkor
a . —b
T wd—be O T Gd—be
a b # 0 feltevés hasznalataval). Hasonl6an gondolkodva kapjuk, hogy az
els6 egyenletrendszer is pontosan akkor oldhatdé meg, ha ad — be # 0, és
d . —c
) ad—be T Gd—pe
Osszefoglalva, az A matrix akkor és csak akkor invertalhato, ha ad—bc # 0,
és ebben az esetben a fenti egyenletrendszerek megoldéaséaval kapjuk meg A

inverzét:
_ 1 d -b
A7l = .
ad — bc <—C a >

4.16. Feladat. Hatdrozzuk meg az alabbi 2 x 2-es métrixok inverzét, ha az
létezik:

W Gi)o (60 o (G an) @ ()

Megoldds. A 4.15. feladat eredményeit hasznéljuk a megoldas sorén.

T9o (ugyanezen eredményre jutottunk volna

megoldéasa x11 =

14 -2\ (-2 1
(a) A matrix invertalhato és inverze: ~3 <_3 1 > = <3/2 _1/2>.

(b) A maétrix nem invertédlhato, hiszen a f6atloban 1évé elemek szorzata
megegyezik a mellékatloban 1év6 elemek szorzataval.
(¢) A matrix invertalhato és inverze:

1 cosae  sina\ [ cosa sina
cos2a +sin2a \—sina  cosa —sina cosa )’
(d) A maétrix invertalhato és inverze 6nmaga.

4.17. Feladat. Hatdrozzuk meg Gauss-féle szimultan eliminédciéval a kovet-
kez6 matrixok inverzét, ha létezik:
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12 3 01 2 2 1 1
(@) |2 6 11 ) |3 4 5] (¢ (1 1 3
11 1 6 7 8 4 21
104 579 1_11:1:1
(d |4 3 0 (e) |1 1 4] (f)
0 0 1 0 2 1 -t
1 -1 1 1

Megoldds. A Gauss-féle szimultan eliminacié sorédn egy A matrixot elemi
soratalakitasok segitségével egységmatrixsza probalunk alakitani, ekozben
az A méatrixon végrehajtott atalakitasokat szimultdn modon végrehajtjuk az
egységmatrixon is. Amennyiben az A méatrix atalakithatd egységmatrixsza
(sorekvivalens az egységmaétrixszal), akkor A invertalhato, és ugyanezen
soratalakitasokkal E-bol megkapjuk A~ l-et. Az elemi sor atalakitésok a
kovetkezGek lehetnek:

1. A matrix soranak skalarszorosat hozzédadjuk egy masik sorhoz.
2. A matrix két sorat felcseréljiik.
3. A matrix egy sorat zérustol kiillonbozs skalarral megszorozzuk.

(a) A matrixunk mellé irjuk az egységmatrixot. Az atalakitasokat szimul-
tan végezzik, azaz a két matrixot egyként kezeljiik, a sorokkal végzett
miiveletek soran a teljes sorokkal szamolunk. A tortekkel valé nehézkes
szamoléasok elkeriilése céljabol érdemes bizonyos sorokat alkalmas skala-
rokkal beszorozni.

1 2 3(1 0 O 1 2 311 00
6 11j0 1 0]~ |0 2 51—-2 1 0
1 1 1{0 0 1 0 -1 —-2|—-1 0 1
1 2 311 00 1 0 =23 -1 0
~ 0 2 5/—-2 1 0] ~110 2 5(-2 1 0
0 -2 —4/-2 0 2 00 1|/—-4 1 2
1 0 0]—-5 1 4 1 0 0]—-5 1 4
~ 0 2 0/18 -4 -10)~|0O0 1 0/l9 -2 -5
00 1/—-4 1 2 00 1/—-4 1 2
-5 1 4
Tehat a matrix invertalhato és inverze 9 -2 -5
—4 1 2

(b) Ha az az elem nulla, amelynek a segitségével az oszlopanak tobbi elemét
nulldzni kellene, akkor az alatta 1év6 sorok valamelyikével felcserélve
elérjiik, hogy nem nulla elem keriiljon a helyére. Ha ezt nem tudjuk
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megtenni, akkor a méatrix nem invertalhatd, hiszen nem sorekvivalens
az egységmaétrixszal. Az eliminacié lépései:

0 1 2/1 0 O 3 4 5010
3 4 501 0]~(012100
6 7 80 0 1 6 7 80 0 1
3 4 50 1 0 30 =34 1 0
~ 0 1 21 0 O)]~(0O 1 2|1 0 O
0 -1 —-2|0 -2 1 00 01 —-21
Tehat a matrix nem invertalhatd, az eliminacié tovabb nem folytathatoé.
5 -1 =2 1 0 —4
(c) -1 2 5 (d) —-4/3 1/3 16/3
2 0 -1 0 0 1
7/24  —11/24 —19/24 1/2 0 0 1/2

(e) 1/24  —5/24 11/24 (f) /2 =120 0
-1/12  5/12 1/12 12 —1/2 —1/2 1/2
-1/2 0 1/2 0
4.18. Feladat. Szamitsuk ki az A matrix inverzét, és ennek segitségével
hatéarozzuk meg az A - X = B matrixegyenlet megoldésait:

1 2 3 4 7 1
(a) A=1|1 3 -2 B=|-14 8 -5
2 4 7 11 14 3
6 10 1 3 4 1
(b) A=11 2 0 B=1|3 0 2
10 9 5 7 6 1
Megoldads.

(a) Gauss-féle szimultan eliminacioval szamoljuk ki az A matrix inverzét:

12 3|1 00 12 3|1 00

13 =201 0)~10 1 =-5/]-1 10

2 4 7|0 01 00 1|-2 01

10 133 -2 0 10 029 -2 13
~ 01 -5/-1 1 O0)J~(0 1 0]11 1 5

00 1(-2 0 1 0 0 11-2 0 1
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29 -2 -—13
Tehat A~'= |11 1 5 |. Az AX = B egyenlet mindkét oldalat
-2 0 1
balrél beszorozva az A~! matrixszal kapjuk, hogy A™'AX = A~!B,
—
azaz g
29 -2 -—-13 4 7 1 1 5 0
X=(1 1 5 |-|-14 8 —-5]=1(8 155 21
-2 0 1 1 14 3 3 0 1
—-10 41 2 107 —-28 74
b)) At=| 5 -20 —-1])eésX=|-52 14 -36
11 —46 -2 —-119 32 -83

4.19. Feladat. Legyen A kvadratikus métrix. Igazoljuk, hogy ha A™ = 0
valamely n € N esetén, akkor E — A invertalhato, ahol E jeloli az egység-
matrixot.

Megoldds. Ha A" =0, akkor az E + A+ A%2 +--- 4+ A" ! métrix az E — A
matrix inverze, hiszen

(E—A) - (E+A+A? . A"
= (BE+A+ A2+ A" (A4 A%+ 4 A LAY
E-A"=E-0=FE.

2. Determinans

4.20. Feladat. Igazoljuk, hogy egy permutéaciéban 1évé inverziok szama
megyegyezik a permutaciéban szerepld azon elemparok szamaval, melyeknél
a nagyobb megeldzi a kisebbet.

Megoldds. Az allitast a permutéicié elemszama szerinti teljes indukcioval
végezhetjik. Az allitas n = 2 esetén nyilvanvalo. Tegylik fel, n = k esetén
az allitds igaz, azaz barmely k elemd permutaciéban az inverzidk szama
megyezezik a permutacidban szereplé azon elemparok szédmaéaval, melyeknél
a nagyobb megel6zi a kisebbet.

I I+1 ... k k+1
1 ... il il+1 . ik ik+1
legnagyobb eleme ¢;. Nyilvan 4;-t k — [ szomszédos elem felcserélésével
tudjuk a k4 1-edik helyre vinni, mely éppen egyenlé a feladatban megfogal-
mazott tulajdonsiggal rendelkezs azon elemparok szémaval, melyekben i;

Legyen adott az > permutacié, melynek
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I ... k k+1
TR TR R TR
mar csak az els§ k darab elem kozott lehet olyan elempér, melyekben a na-
gyobb megel6zi a kisebbet, és az indukcios feltevés miatt ez éppen egyenls

az | ; ; permutéci6 inverziodinak szaméval. A fentiekbsl
1 - +1 k

kovetkezik az allitas.

szerepel. Az igy kapott permutaciéban

4.21. Feladat. Hatdrozzuk meg az alabbi permutéciokban az inverzidk szé-
mat, és a permutacié paritasat:

123 4) 12345 123456
@ gy 213 ® 134925 ©@ (5713624
Megoldads.

(a) A 4.20 feladat alapjan elegend6 megszamolni, hogy hény olyan elempar
van, melyeknél a nagyobb megel6zi a kisebbet. A 4 megel6zi a nala
kisebb 1,2, 3 elemeket, tovabba a 2 megeldzi az 1-et. Igy dsszesen 4 ilyen
elempér létezik, tehat az inverzidk szama 4. A permutécié paritasa az
inverziok szdménak paritésa, tehat paros.

(b) Az inverziok szama 2, igy a permutacié paros.

(¢) Az inverziok szama 7, igy a permutacioé paratlan.

4.22. Feladat. Fellépnek-e az alabbi szorzatok egy A = (a;;) € Mexe
matrix determinansaban? Ha igen, allapitsuk meg, hogy milyen elGjellel.

(a) aggaszaiiasqass, (b) azaar2a61a56a23a45, () a11a23064022056045,

(d) ag2aszasiazsaisaze, (€) agaaicassaszasaaet, (f) a2sa36a11042a64053.

Megoldads.

(a) A szorzatban csak 5 tag szerepel (nem 6), tehat nem léphet fel a deter-
minansban.

(b) assai2a61a56a23045 = ag1a12023034045056, melybdl kénnyen leolvashato,
hogy minden sorbél és minden oszlopbdl pontosan 1 elem szerepel a
szorzatban, tehat a determinansban fellép ilyen tag.

A123456 tacio i inak szama 5 4
z{g 1 o 3 4 5 Ppermutcioinverzidinak szdma 5, azaz paritasa

paratlan, igy a szorzat negativ elGjellel szerepel.

(C) 111023064022056045 = A11022023064045056, melyrc'ﬂ k'dnnyen leolvashaté,
hogy a méasodik sorbol két elem is szerepel a szorzatban. Igy a szorzat
nem fordulhat el a determinansban.

(d) agaassasiazeaisase = aq1a32a62a53a15026, melyben a méasodik oszlopbol
két tag is szerepel. Igy a szorzat nem fordulhat el6 a determinansban.

(e) Paratlan el6jellel szerepel a szorzat.
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(f) Paros elgjellel szerepel a szorzat.
4.23. Feladat. Igazoljuk, hogy az M = (m;;) méatrix determinénsa 0, ha

(a) M n x n tipusti méatrix, melyben tébb, mint n? — n darab elem 0.
(b) M pératlan rendi ferdeszimmetrikus matrix.

Megoldds.

(a) Egy n x n tipustt méatrix determinansidban minden tagban n darab
tényez6t szorzunk Gssze. Azonban egy ilyen métrixnak n? darab eleme
van, ezért M-nek n-nél kevesebb nem 0 eleme van. Igy a determinansban
nincs olyan szorzat, melyben ne szerepelne a 0, tehat minden tag 0,
kovetkezésképpen a determinéns is.

(b) Felhasznalva, hogy determinansnal sorbol skalart kiemelhetiink, tovabba
barmely A matrix esetén |A| = ‘AT| kapjuk, hogy

—mir —mi2 ... —Mip
T —m21 —Mm22 ... —M2y
M| = [MT[=]-M|=
—Mp1 —Mp2 ... —Mnpn
mi1 mi2 ... Min
_ ) —mo1 —M22 ... —Maon _
—Mp1 —Mp2 ... —Mpn
mi1r Mmiz ... min
m21 M22 ... Ma2n
= (~pre | T T T = M = M),
Mp1 Mp2 ... Mpp

melybdl azonnal adodik, hogy |M| = 0.
4.24. Feladat. Szamitsuk ki az alabbi determindnsokat Sarrus-szabéllyal:

1 9 9 4 3 2 4 1 0 2 T —4 1
(a) ‘3 4‘ (b) ‘1 7‘ (¢ 1 1] (d [0 0 1] (e) |-4 5 16
5 2 3 310 -4 0 2
Megoldds.
(a) A Sarrus-szabaly kétszer kettes méatrixokra a kovetkezd:
+ —
Ci’11‘(112

= a11a22 — a21G22,

a1 Q22
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azaz a f6atloban 1évs elemek szorzatabol kivonjuk a mellékatloban 1évé-
< 1 2
ek szorzatat. Igy ‘3 4‘ =4—-6=-2.
(b) A determinéns értéke 14 — 4 = 10.
(¢) Haromszor harmas matrixok determinansénak kiszamitasa a kovetkezs:
+ o+ o+ - - -
a1 aiz G13|0a11 a2

= 011022033 + (31012023 + Q21032013
a21 A22 (23 | G21 Aa22

asi ass s | asi ass —a31022013 — 421012033 — 011032023
Tehat a "f6atlo iranytak" szorzatainak és a "mellékatlo iranyuak" szor-
zatainak a kiilonbsége a determinéns. Célszerd a determinans kiszamita-
sat a plussz oszlopok felirasa nélkiil megtanulni. Ehhez nyujt segitséget
a kovetkezd dbra:

+ —
ail a2 413 air G012 413
azy/ “ay 2, a3 asi ‘\6125‘7;@23
az agy a3 az asy a3

A pozitiv tagokat a f6atlo és a fGatloval parhuzamos oldala haromszégek,
a negativ tagokat pedig a mellékatldo és a mellékatloval parhuzamos
oldalu haromszogek tartalmazzak. Tehat

3 2 4
11 1=9+10+8-20—-6—-6=—5.
5 2 3

(d) A determinéns értéke —1.
(e) A determinans értéke 314.

4.25. Feladat. Triangularis alakra hozdssal szamitsuk ki az alabbi matrixok
determinansat:

Lo o 2 5 4 7 01 2 2
24 0 1 002 1

(“)8[1)[1) ® 14213 ©@ 110 0
1111 010 1

2 0 -3 1 371 4 11 0 1

2 3 1 1 100 4 2 0 -1 1
@ 1o 21 240! ©@ (401 1| D |30 210
0 1 1 1 000 8 21 0 0
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Megoldds.

(a) Az adott matrix (a 3 x 3 tipust egységmatrix) eleve haromszog alakd,
igy determinansa a f6atloban allo elemek szorzata, tehét 1.

(b) Gauss-féle eliminacioval atalakitjuk a matrixot haromszog alakiva. Oda
kell figyelni arra, hogy sorcserénél a determinéns ellentétes elGjeliivé valt,
tovabba arra, hogy ha egy sort skalarral szorzok, a skalar kiemelhet§ a
determinansbol, és ezzel elkeriilhetd a tortekkel valoé szamolas. Tehat

2 5 47 11 11 1 1 1 1
2401 _ 2401 _ fo 2 -2 -1
4 2 1 3 |42 1 3 0 -2 -3 -1
1 1 11 2 5 47 0o 3 2 5
1 1 1 1 11 1 1 11 1 1
1o 2 -2 —1] 1o 2 —2 -1/ 1o 2 -2 -1
N 210 =2 -3 -1 210 0 =5 =2 2|0 0 -5 =3
0 6 4 10 0 0 10 13 00 0 9
= 45.
()
01 2 2 1 100 1 100 11 0 O
0021 foo21 Jo122 o1 2 2
1100 |01 22 0021 (00 2 1
01 01 01 01 01 01 00 -2 -1
1100
01 2 2
_0021_0'
00 0O
(d) —16.
(e) —56.
(f) 0.

4.26. Feladat. A kifejtési tétel hasznélataval szamitsuk ki az alabbi deter-
minansokat:

13 41 306 1 00 1 2
01 4 2 3131 00 3 4
@ 1031 ® |1 931©@ |1 1567
02 3 0 311 1 01 3 2
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-3

(d)

Megoldds.

— o =

(¢)

= O NN
= o N =
N = O

— O W

O© =~ O
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6 002 3 4
. 1312 3
o () o033 45
< 012 3 4

107 34

(a) A kifejtési tétel hasznéalatakor célszerd olyan sorokat vagy oszlopokat
kivalasztani, amelyekben sok a 0, igy a szamitasok gyorsabban végezhe-
téek. Fejtsiik ki a determinénst a negyedik sora szerint, a 3 x 3 deter-
minansokat pedig a Sarrus-szabéllyal szamolhatjuk:

1 3

01
1 0
0 2

(b) A maésodik oszlop

0

W = W W

1
2
1

4

4
3
3

6

3
3
1

1

2
1
0

1

1
1
1

3
= 0- (_1)4+1 1

+ 3-(=D)*3 0

3
— 0.(_1)14-2 1

+ 2-(=1)%23

0

1

1

4
4
3

3
1
0

3
3
1

6
3
1

1 1 41
2 +2-(=D*20 4 2
1 131
1 1 3 4
2/4+0-(—=1)**|0 1 4
1 10 3
1 3 6 1
+1-(=1)*21 3 1
1 311
1 3 6 1
14+1-(-1)*"2[3 3 1
1 1 31

0+2-2-3-6+0=-14.

szerint kifejtve szamolunk:

0+1-10—2-0+1-(—=6) =4.

(¢) A sok 0 miatt célszerii az elsd két oszlop szerinti kifejtéssel szamolnunk:

O = OO

0

0
1
1

W oW

+ (_1)(2+3

= 0+0+1-

2

4 _ (_1\(14+2)+(1+2)
2

(1+2)

RELER

0
0

ojj6 7

0|3 2

1)@+)+(142) I 11 2
0 1|3 4
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(d) 22.

(e) 45.

(f) 5.

4.27. Feladat. Szamitsuk ki az alabbi determinédnsok értékét:
1 21 21 37 2 6 3 0 1 1 1 1
2 5 4 5 5 1 2 0 2 4 3 1 0 3 1

(@ 134102 (B |1 3300 (¢ |1 -6 -7 3 1
1 4 5 81 2 2 2 2 2 3 0 0 -2 3
2 01 4 3 341 2 3 -9 3 6 -3 6

Megoldads.

(a) Nagyobb métrixok determinansanak kiszamitasanal érdemes kombinélni
a Gauss-féle eliminaciot a kifejtési tétellel. ElGszor eliminacidval ata-
lakitjuk az els6 két oszlopot, majd ezen oszlopok szerint kifejtiink, mely
kifejtésben csak egy tag lesz, ami nem 0:

121 21 1 2 1 2 1 121 2 1
25455 01 2 1 3 012 1 3
34102 =1 -2 -2 —6 —-1|=0 0 2 —4 5
14581 0 2 4 6 0 000 4 —6
201 4 3 0 -4 -1 0 1 007 4 13
2 —4 5
= (—1)<1+2>+<1+2>(1) ﬂo 4 —6|=1-180 = 180.
7 4 13
(b) 196.
(c) 51.

4.28. Feladat. Hatarozzuk meg az A matrix determinansat, ha az A matrix
a;; elemét a kivetkezGképpen értelmezziik:

(a) ai; = min(i, j),

(b) aij = max(i, j).

Megoldds.
(a) Gauss-féle eliminacioval fels§ triangularis alakra hozzuk a matrixot:
111 ... 1 111 ... 1 111 ... 1
12 2 ... 2 011 ... 1 011 ... 1
12 _ _..._]0 01 11

3 ... 3|=101 2 ... 2 | =—... =

1 2 3 ... n 012 ... n-1 000 ... 1
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(b) Gauss-féle eliminécioval alsé triangularis alakra hozzuk a méatrixot:

1 2 3 n 1 2 3 n
2 2 3 n 1 0 0 0
3 3 3 nl—| 2 1 0 0
nnmn ... n n—1 n—-2 n—-3 ... 0
1 0 0 0
2 1 0 0
= (="t o Lo ==,
n—1 n—2 ... 1 0
1 2 ... n—1 n

ahol az utolso 1épésben n — 1 darab szomszédos sor cseréjével elértiik,
hogy a felsd sor alulra keriiljon.

4.29. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi n-edrendii determinansok értékét
(n>1):

1 1 1 1 1 1 2 2 2

-1 1 1 1 1 2 2 2 2

(a) 0 -2 1 1 1 (b) 2 2 3 2
0 0 O -n+1 1 2 2 2 n

1 aj as Ap—1 a b b ... b

1 a1+ b as Qp—1 b a b ... b

(c) 1 ay as +by ... Ap—1 (d) b b a . b
1 al a9 o Qp—1 +bn—1 b b b ... «a
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(a) Gauss-féle eliminacioval szamolunk:

1 1 1 ... 1 1 1 1 1 ... 1 1
-1 1 ... 1 1 0o 2 2 2 2
o -2 1 ... 1 1110 -2 1 1 1
0 0 O -n+1 1 0O 0 0 . -—n+1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0o 2 2 2 2 0 2 2 2
—_ |0 0 3 3 3l —...—10 0 3 3| = p!
O 00 ... - n+1 1 00 0 ... n

(b) A maésodik sort kivonjuk az Osszes tobbi sorbol, majd az igy kapott
determinanst kifejtjiik a mésodik oszlopa szerint:

1 2 2 2 -1 0 0 0
2 2 2 2 2 22 ... 2 _01 [1) 8
2 2 3 20 — |0 0 1 ... 0 | =9 .
2 2 2 ... n 0 00 ... n—2 00 n=2
= =2((n—2)).
(¢) Gauss-féle eliminécioval szamolunk:
1 al as ... Ap—1 1 a1 ay ... ap_1
1 a1+ b as ... Ap—1 0 b 0 ... 0
1 al as +by ... Ap—1 — 0 0 by ... 0
1 al a2 cer Qp_1+bp_1 0 0 0 ... by
= Dbiby---bp_1.

(d) A els6 sorhoz minden més sort hozzédadunk, igy annak minden eleme
a+ (n — 1)b lesz, ezt az értéket ki tudjuk vinni a determinénsbol, igy
az els@ sorban csupa 1-es lesz. Ennek b-szeresét levonjuk a tobbi sorbdl,
és egy trianguléaris matrixot kapunk, melynek determinénsa a f6atloban
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1évE elemek szorzatas:

a b ... b a+(n—1b a+(n—1b ... a+(n—1)b

b a ... b b a b

b b ... a b b a
1 1 1 1 1 1
b b 0 a—0» 0
b b a 0 0 a—b

= (a+ (n—1b)(a—0b)""1.

4.30. Feladat. Igazoljuk kizarolag sorok (vagy oszlopok) dsszegzésével, hogy
az alabbbi determinansok nullak:

-3 1 1 1 12 922 32 42
1 -3 1 1 22 32 42 p2
@ 1y 1 3 O 2 g p e
1 1 1 -3 42 52 62 72

Megoldads.

(a) Az els6 sort ki tudom nullazni, ha a tobbi sort hozzaadom. A csupa
nulla sort tartalmaz6 matrix determinansa pedig 0.
(b) A 3. sorbol a 2. sort, a 4. sorbol a 1. sort kivonva:

12 22 32 42 12 22 32 42
22 32 42 52 22 32 42 52
32 42 52 62| (32922 4232 52_42 62 _52

42 52 62 72 42 _ 12 52 _ 22 62 _ 32 72 _ 42
12 22 32 42

22 32 42 52

) 7 9 11
3-5 3-7 3-9 3-11

Vegyiik észre, hogy a 4. sor a 3. sor 3-szorosa, tehat linearisan fliggSek,
igy a determinéns 0.

4.31. Feladat. Hogyan valtozik egy M = (m;;) € Mpx, matrix deter-
minansa, ha

(a) M minden elemét beszorozzuk egy rogzitett A szimmal?

(b) megforditjuk az oszlopok sorrendjét?

(c) M egy eleméhez hozzdadunk egy régzitett A szamot?
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Megoldds.

(a) Az 0j matrix determinadnsanak minden sorabol kiemelhets a A szorzo,
igy értéke A\"|M]|.

(b) Ha n péaros, akkor az oszlopok sorrendjének megforditasat n/2 oszlop-
cserével tudjuk megoldani, amely n/2 darab elgjelvéaltassal jar. Tehat a
determinéns nem valtozik, ha n/2 paros, és elGjelet valt, ha n/2 parat-
lan, azaz éppen (—1)"/2|M|. Hasonléan, ha n paratlan, akkor az 1j
matrix determinansa (—1)™=1/2| M.

(c) Legyen m;; az az elem, melyhez hozzdadunk egy X szamot. Ha a matrix
egy sorat két sor dsszegére bontjuk, akkor a determinans is szétbonthato.
Ezt és a kifejtési tételt felhasznélva:

mi1 ... mlj e min mi1 ... mlj e min

m;1 ... mij+)\ el Myp| = |M|+ 0 A 0

mnp1 ... Mpj cee Mpp Mp1 .. Mpj ... Mpp
= M|+ X-[Ayl,

ahol |A;;| az m;; elemhez tartozé algebrai adjungalt aldeterminans.
Tehat ha egy elemhez hozzdadunk egy A\ szamot, akkor a determinéns
az adott elem algebrai adjungélt aldeterminansanak A-szorosaval névek-
szik.
4.32. Feladat. Oldjuk meg a valés szamok halmazin a kévetkezd egyen-
leteket:

24 T
(@) |z 2 3/=4 (b =0
111 2 3 1 6
2 3 1 9-2?
Megoldads.
(a)
2 4 3
r 2 3|=22"+124+32 632" —4dx = -2 — 2 +6,
1 11
figy a —x? —x + 2 = 0 egyenletet kell megoldanunk. A méasodfoku

egyenletekre vonatkoz6é megolddképletet hasznalva:

1i\/1+8_1i3_{—2
-2 -2 1

x1,2 =
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1 1 2 3 1 1 2 3
1 2—22 2 3 | [0 1—-22-2 -2 -3
2 3 1 6 | |0 1 -3 0
2 3 1 9-z2% |0 1 -3 3—2a?

1 1 2 3 11 2 3
o 1 -3 0 0 1 -3 0
-0 1—22-2 -2 -3 | |0 0 —2-3(1+42%) -3

0 1 -3 3—22 [0 0 0 3—x?

= (2+43+32%)(3—2%) = (5+32H)(3 — 2?),

tehat az (5 + 322)(3 — 22) = 0 egyenletet kell megoldanunk. Az 5 + 32
tag mindig pozitiv, igy leosztva vele a 3 — 22 = 0 egyenlethez jutunk,
melynek megoldésai az 1 = —v/3 és zo = V/3.

4.33. Feladat. A \ valés szdam milyen értéke esetén invertalhatéak az alabbi
matrixok?

A2l A A3 A
(@) 1T X 1] (b)) A X 2] (o
0 2 1 1 2 A R
1 2 1 A
Megoldds.

(a) Négyzetes méatrix akkor és csak akkor invertédlhato, ha determinansa
nem 0. A métrix determinansa:

O = >
DN > DN

1
H=M4+0+2-0-22-2=X(\—-2).
1

Tehéat ha A # 0 és A # 2, akkor a méatrix invertalhato.
(b) X # 0 esetén a matrix invertalhato.
(¢) A # £2 esetén a méatrix invertalhato.

4.34. Feladat. Hatarozzuk meg adjungalt algebrai aldetermindnsok segit-
ségével az alabbi matrixok inverzét, ha létezik:

e
ot Oy Ot
J Ot O

1 0 1
@ (L4) ® 2 18] @ (313] @
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31 2 0 -2 0 3 1
-2 7 0

7 6 1 0 1 0 -1 -1

4 3 2 1 1 0 -1 1

Megoldds. Az inverz kiszamitasat javasolt az alabbi 1épésekben elvégezni:

Kiszamolom a métrix determinansat.

A matrixot transzponalom.

Az elemek helyére beirom az algebrai adjungalt aldeterminansukat.
Leosztok az eredeti matrix determinansaval.

W =

A 3. lépést meg lehet gyorsitani tgy, hogy adjungalt aldeterminanst sza-
molunk, és a végén irjuk be az elGjeleket a kovetkezd szerint:

+ 1+
S+
+ 1+

(a) A méatrix determinansa

Z' = ad — cb. Az <CCL Z) matrix transz-

ponaltja . Beirjuk az elemek helyére az adjungélt aldeterminén-

a c

b d
d b ) d —b L

sokat: ¢ a . Ahol kell, elgjelet valtunk: e u . Végiil leosztunk

o . . PR ) d —b .
a determinanssal, és kapjuk a métrix inverzét: ﬁ (—c a > (Lasd

még a 4.15. feladatot.)

(b) A matrix determinansa = —4. A maétrix transzponaltja:

— N W
e
— W
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leosztunk a determinénssal, és kapjuk az inverz métrixot:

-2 0 2 /2 0 -1/2
—: 1 2 7| =|(-1/4 -1/2 7/4
-2 1 ~1/4 1/2 —1/4

) A matrlx determinansa 0, igy nem invertalhato.

~17/29 5/29  11/29
(d) (44/29 ~1/29 —37/29

~1 0 1
0o 0 1
(e) (1/7 0o 2/7|.
12/7 -1 80/7
—18/77 2/11  —1)7 1/7
; 1/7 0o 17 -1/7
V| 6oy =31 17 —iy7
—81/77 —2/11 —1/)7 8/7

1 2 0 1
N R
1 3/2 0 1/2
0

0 —1/2 0 1/2

3. Matrix rangja

4.35. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi vektorrendszerek rangjat, az al-

taluk generalt altér dimenzidjat és annak egy, az adott vektorokbdl allé
béazisat:

(a) a; = (273707 1) (b) bl = (27 17273) (C) G = (1727374)
ay = (1,1, 1, —1) by = (4,5,6, 9) Cy = (2,3,4, 5)
a3 = (17 7_172) by = (1727273) C3 = (3747576)
ay = (0,—1,0,0) by =(4,2,4,6) ¢y = (4,5,6,7)

(d) dl = (2747375) (6) €1 = (07_27 17372) (f) il = (07 1,-1,1, 1)
dy = (1,3,2,7) €y = (1,2,—1,3, 1) i2 (2,2,1,3 1)
ds = (4, -3,4, 2) €3 = (2,3,1,—1,0) i3 ( 1,1,2,3 0)
dy = (1, 1,1, 1) i4 (1,2,1,0 3)
ds = (1,3,0,0) [ =(1,1,2,-1,2)
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(a) A feladatot Gauss-féle eliminacioval oldjuk meg, az atalakitasok nem
valtoztatjik meg a vektorrendszer rangjat. A vektorokat sorban beirjuk
egy matrixba. A vektorendszer rangja és egyben a generalt altér di-
menzidja a lépcsds alakra hozas utan kapott matrix nem nulla sorainak
szdma. Ahhoz, hogy az altér egy bézisat is ki tudjuk valasztani a vek-
torrendszerbdl, csak nyomon kell kévetni, hogy mely vektor mely sorhoz
tartozik. Azon vektorok alkotjak a bazist, melyek sorai nem nullazédtak
ki. A megoldas menete:

a; (2 3 0 1 a 1 1 1 -1
all 1 1 -1 a2 3 0 1
az |1 3 -1 2 Tal1 3 -1 2
a, \0 -1 0 0 a, \0 -1 0 0
s 11 1 -1 as 11 1 -1
a—2a, |0 1 -2 3 a; — 2as 01 -2 3
Y oa3—ay [0 02 =2 3| Tag+3ay—2a, |0 0 2 =3
a, 0 -1 0 0 ay—2a,+a;, \0 0 -2 3
as 11 1 -1
a; — 2a, 01 -2 3
az+3a,—2a; [0 0 2 -3
a;+as+3ay—2a; \O 0 0 O

Harom olyan sor van, amely nem csupa nullabol all, igy a vektorrend-
szer rangja és az altaluk generalt altér dimenzidja 3. Lathato, hogy
a4+ as+3a9 —2a; =0, azaz ay, = —aq — 3a, + 2a,, igy a, fiigg a masik
harom vektortol. Az els6 harom sorvektor viszont egyméasbol nem kom-
binalhato ki, igy az a, a5, a; vektorok sem kombinélhatok ki egymasbol,
tehat linedrisan fiiggetlenek, ezért a generalt altér egy bazisat alkotjéak.
(b) Az eliminéci6 soran nem kell részletesen kifrni, hogy mely sorokkal mi-
lyen miiveletet végeztiink. Csak a sor-vektor megfeleltetésre van sziik-
séglink, a vektorrendszerbdl kivéilaszthatd bazis igy is leolvashato:

by /2 1 2 3\ by /1 2 2 3\ b3/l 2 2 3
b4 56 9| b|a5 6 9| b0 -3 —2 =3
b1 2 2 3] 21 2 3] |0 -3 -2 =3
by\4 2 46/ b \42 46/ b\0 —6 —4 —6
by /1 2 2 3
by[0 =3 —2 -3
“ b l0 0 0 0
b,\0O 0 0 0
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Tehat a vektorrendszer rangja és az altér dimenzidja 2, a by, by vektorok
pedig az altér egy bazisat alkotjak.

(c) A rang és a dimenzi6 2, az altér egy bazisa: ¢, ¢,.

(d) A rang és a dimenzié 4, az altér egy bazisa: d;,ds, ds,dy.

(e) A rang és a dimenzid 3, az altér egy bazisa: e;, ey, €3.

(f) A rang és a dimenzi6 4, az altér egy bazisa: Joifo £y fs

4.36. Feladat. Maximum mennyi lehet a kévetkezd matrixok rangja: Aszxo,
Bsxs, Csx9, Dixa.

Megoldds. Mivel matrix rangja egyenlé maximalis rendd, zérustol kiilonb6zd
aldeterminansanak rendjével, ezért a rang maximum a sorok és az oszlopok
szaménak minimuma lehet. Tehédt a matrixok maximalis rangja rendre:
2,5,3.4.

4.37. Feladat. Legyen M € M «,. Mit mondhatunk M rangjarél, ha

(a) M determinansa 07

(b) M determinansa nem 07

(¢) M-ben van k-adrendi (k < n) nem zéré determinans?
(d) M oszlopvektorai linearisan fiiggetlenek?

Megoldads.

1. M rangja kisebb, mint n, hiszen a maximalis rendi determinans rendje
nem lehet n.

2. M rangja n.

3. M rangja nagyobb, vagy egyenl§, mint k, hiszen a maximaélis rendd nem
zér6 determinansanak rendje legalabb k.

4. M rangja n, hiszen ekkor a determinénsa nem 0.

4.38. Feladat. Mennyi az aldbbi matrixok rangja? Adjuk meg a sorvek-
torai altal generalt altér egy bazisat, tovabba egy maximaélis rendd zérustél
kiilonb6z8 determinansat:

0 1

2 1

6 3 1 2 ;gf}
@ |2 1 1 2 (b)

43 5 3

2 9 1 -1 s 1o

0 -1 0 3

2 1 -23 1 2 3 4 -5

1 -1 2 2 4 7 6 7 —11
(c) o 3 1 1| @ [3 9 31 o

2 4 2 5 1 -1 -1 2 3

Megoldds.
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(a) Matrix rangja alatt a sorvektorai altal alkotott vektorrendszer rangjat
értjik, igy a rangszamitas menete a 4.35. feladattal azonos:

0 1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2

6 3 1 2 6 3 1 2 0 0 -2 -4

21 1 2|~]0 1 2 1 ]|]~(0 1 2 1

2 2 1 -1 2 2 1 -1 0 1 0 =3

0 -1 0 3 0 -1 0 3 0 -1 0 3

2 1 1 2 21 1 2 211 2

0 1 0 -3 01 0 -3 010 -3
~ o 1 2 1|~]00 2 4]|~1]100 2 4

0o 0 -2 -4 00 -2 —4 000 O

0 -1 0 3 00 0 O 000 O

Tehat a matrix rangja 3, igy a sorvektorai altal generélt altér dimenzidja
is 3. A lépcsés alakra hozott matrix nem nulla sorvektorai nyilvan benne
vannak a sorvektorok altal generalt altérben, és linearisan fiiggetlenek,
tehat bazis alkotnak. Igy az altér egy bazisa a (2,1,1,2), (0,1,0,—3),
(0,0,2,4) vektorrendszer. A 4.35. feladat alapjan az eredeti matrix
soraibdl is ki lehet véilasztani bazist. A fenti eliminacional a matrix elsd,
harmadik és negyedik sorvektorainak megfelel6 sorok nem nullazédtak
ki, igy ezen sorok is bazisat alkotjak az altérnek.

Mivel a métrix rangja 3, igy taldlhaté benne olyan 3. rendd alde-
terminéns, amely értéke nem 0. Egy 4 x 4 tipust métrixnak Ossze-
sen 16 darab harmadrendi aldeterminansa van, ezek kozott keresiink

0 1 2 6 1 2
megfelelgt. Példaul: 6 3 1|=-4,12 1 2 |=-12.
2 1 1 2 1 -1

(b) A maétrix rangja 2. A sorvektorai altal generalt altér egy bazisa példaul
az elsé két sorvektor vagy a (1,0,2,1), (0,3,—3,—1) vektorrendszer.
Egy maximaélis rendd nem 0 determinans: ; g = 3.

(c) A matrix rangja4. A sorvektorai altal generalt altér egy béazisat alkotjak
a sorvektorok. Maximalis rendd nem 0 determinansa a matrix deter-
minansa.

(d) A maétrix rangja 3. A sorvektorai altal generalt altér egy bazisat alkotja
az els6 harom sorvektor. Maximalis rend nem 0 determinénsa példaul:

1 2 3
4 7 6|=-14.
3 2 —1
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4.39. Feladat. Milyen «,( értékek esetén lesz az aldbbi métrixok rangja
1,2 illetve 37

1 a O 1 o «
(a) 2 2 0] (b 1 a B
02 8 1 3 28
Megoldds.
(a) Gauss-féle eliminacioval atalakitjuk a méatrixot:
1 o O 1 «a 0 1 o 0
22 0] ~ |0 2-20 0]~[0 2 3
0 2 g 0 2 I} 0 2—2a 0
1 « 0
~ o2 3
0 0 (a—1)p

A rang akkor és csak akkor 3, ha (a« —1)3 # 0, azaz ha o« # 1 és 3 # 0.
Ha o = 1 vagy 8 = 0, akkor a matrix rangja 2. Tehéat a méatrix rangja
semmilyen « és (§ érték esetén nem lehet 1.

(b) Gauss-féle eliminacioval atalakitjuk a méatrixot:

1l a « 1 « « 1 « «
1 a 0 ~ 0 0 b—a | ~|0 B—a 20—«
1 6 26 0 f—a 20—« 0 0 08—«

A rang akkor és csak akkor 3, ha o« # 3. Ha a = 8 és 20 = q,
akkor a maétrix rangja 1. Ez csak akkor lehetséges, ha 20 = (3, azaz ha
08 =a=0. Igy a matrix rangja 2, ha o = 3 # 0.

4. Linearis egyenletrendszerek
4.40. Feladat. Irja fel az alabbi egyenleteket matrixos és vektoros alakban:
(a) 2x1+x0+2x3 =2 (b) r1+3x2+2x3 =0

—2xq +2x3 =3 —x14+2x9— 23 =1
r1—29—3x3 =4

Megoldds.
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(a) A vektoros alak:

2 1 2 2
2|z + 0 | x0+ 2 lxzg=13
1 -1 -3 4

A matrixos alak:

(b) A vektoros alak:

(L) () (B) =)

A maéatrixos alak:
13 2\ (") (o
-1 2 —1) |\~
T3

4.41. Feladat. Homogén egyenletrendszer esetén mit mondhatunk a megol-
déstér dimenzijarol, ha
(a) az egyenletrendszerben 8 ismeretlen van, és az eliminécié elvégzése utéan
harom egyenlet marad?
(b) az eliminécié elvégzése utan ugyanannyi egyenlet van, mint ismeretlen?
(c) az egyenletrendszer 4 egyenletbdl all és 8 ismeretlen van?
(d) az egyenletrendszer 1 egyenletbdl all?

Megoldads.

(a) Mivel az alapmatrix rangja 3, a tér, amelyben a megoldasokat keressiik,
8 dimenzids, igy a megoldastér dimenzioja 8 — 3 = 5 (5 ismeretlent
tudunk szabadon megvalasztani).

(b) Az egyenletrendszer hatarozott, csak egy megoldéas van, a nullvektor,
igy a dimenzi6 0.

(¢) A megoldéastér minimum 4 dimenzios.

(d) A megoldéas hiperaltér (hiperaltérnek nevezziik az n dimenzios vektortér
n — 1 dimenzids altereit).
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4.42. Feladat. Oldja meg az alabbi homogén egyenleteket, és adja meg a

megoldéstér egy béaziséat:

(@) x1— 22 + 4=

2x1+ x9+ 2x3
2x1+ 3x9— 23+ x4

(¢) 3x1+ 2w9— x3+ 2x4— 25 =0

() x1+ 2mo+ 33+ 4day =

Sx1+ 6xo+ Txr3+ 8xy
9z14+1029+11x34+1224

(9) 2x1+ o+ 3x3— by =

4.731+ 5:132+ 6%3— 101:4

—6x1— x9— 9x3+15x4 =

Megoldds.

(b)  3z1+ x9+ x3— x4 =0
T +2x3+ x4 =0

- +2x4 =0
2214+ xo+3x3— x4 =0

(d) r1+3x9— 13— 14 =0
2x1+62x9 — x4 =0
—x1—3r2+5x3+314 =0

(f) —z1+3x9+2w3+ x4 =0
4x14+2x9+422x3+ x4 =0

(h) —x14+2x9— w3 =0
3x1 + x3 =0
2x1—3r9—2x3— x4 =0

x1—4xo+2x3 =0

(a) A feladatot Gauss-féle eliminacioval oldjuk meg. Mivel az egyenlet-
rendszer homogén, a jobboldali vektor az eliminacié sordn zérusvektor
marad, igy nem sziikséges a kibGvitett matrixszal dolgoznunk, elegendd

az alapmatrix.

O = OO =

[an}

1 -1 0 1
~({0 3 2 =2
0 15 -6 -3

Az eliminéci6 soran csak olyan lépéseket hasznalunk, amelyek az egyen-
letrendszer megoldéshalmazat nem véltoztatjak meg. Igy az eredeti
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egyenletrendszerrel ekvivalens a kévetkezd:

Tr1— To + x4 =0
3xo+ 2x3—2x4 =0
—16x3+7x4 =0

A négy ismeretlenbdl egyet tetszélegesen megvalaszthatunk, a méasik
harom értéke ez alapjan mar kiszamolhato. Tehat a megoldasokat egy
paraméter fiiggvényeként adjuk meg. Célszertien, az r4-et vélasztjuk

egy tetszéleges t valoés szamnak. Innen z3 = Et’ To = gt és x1 = —gt.

gy a megoldas

il —5/8

X9 . 3/8

2 | = | 7/16 t (t € R).
T4 1

Ebbdl lathato, hogy a megoldésok halmaza egy 1 dimenzids altér (egye-
nes), melynek egy bazisa: (—5/8,3/8,7/16,1).

Természetesen tobbféle bazis is megadhaté egy altér esetén, igy
a megoldashalmaz tobbféleképpen megadhatdé. Ebben a példaban a
béazisvektor barmely skalarszorosat hasznalhatnédnk a megoldas felirasa-
ban.

3 1 1 —1 1 02 1 10 2 1
1 02 1 3 1 1 —1 01 -5 —4
-1 00 2 “1l-100 2] 7l0o0 2 3
2 1 3 —1 2 1 3 —1 01 -1 -3
10 2 1 10 2 1

01 -5 —4 01 -5 —4
“1loo 2 3| 7loo 2 3

00 4 1 00 0 -5

Tehat az eredeti egyenletrendszerrel ekvivalens a kovetkezs:

1 +2x3+ x4 =0
ro—bxg—4xry =0
2234314 =0

—5$4 =0
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Azonnal lathato, hogy az egyenletrendszert csak az 4 = x3 = 19 =
x1 = 0 teljesiti, igy a megoldéshalmaz a zérusvektor:

I
T2
T3
T4

OO OO

(¢) Az 3x1+ 219 — w3+ 224 — 25 = 0 egy egyenletbdl allo egyenletrendszer-
ben 4 ismeretlen tetszdélegesen megvélaszthato, az 6todik értéke ennek
alapjan szamolhaté. Legyen példaul x5 = t1, x4 = to, 3 = t3 és 9 = t4.

2 1 2
Ekkor 1 = —t1 — =ty + —t3 — —t4, igy a megoldashalmaz

3 3 3 3
1 1/3 —2/3 1/3 —2/3
T9 0 0 0 1
x3 | = 0 t1+ 0 to+] 1 t3+ 0 ty (tl,tg,tg,t4 € R)
T4 0 1 0 0
Ts5 1 0 0 0

Ebbdl lathato, hogy a megoldésok halmaza egy 4 dimenziés altér, azaz
egy hiperaltér, melynek bazisat alkotja az (1/3,0,0,0,1), (=2/3,0,0, 1,0),
(1/3,0,1,0,0), (—2/3,1,0,0,0) vektorrendszer.

(d)
1 3 -1 -1 13 -1 -1 13 -1 -1
2 6 0 -1|~[(00 2 1]|]~[00 2 1
-1 -3 5 3 00 4 2 00 0 0

Tehat az eredeti egyenletrendszerrel ekvivalens a kovetkezs:

T1+3r9— x3—24 =0

2.733—.734 =0
Az x3 és x4 valtozok koziil az egyiket tetsz6legesen megvélasztva a méasik
értéke egyértelmiien adodik. Legyen példaul x4 = t1 € R. Ekkor x5 =

§t1' Az els6 egyenletbe visszahelyettesitve ezen értékeket az 1+ 3xo —

3
§t1 = 0 egyenlet adddik, melyben az x; és xo valtozok koziil az egyiket

szintén tetsz6legesen megvalaszthatjuk. Legyen példaul zo = to, igy
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T = §t1 — 3ty adodik. Igy az egyenletrendszer megoldasa:

I 3/2 -3

9 o 0 1

v | = 1/2 t1 + 0 to (t1,t2 € R).
T4 1 0

Lathat6, hogy a megoldasok halmaza egy 2 dimenzios altér, melynek
egy bazisa a (3/2,0,1/2,1), (—3,1,0,0) vektorrendszer.
(e)

I 2 1
T -3 —2
mz = g ltut]| | (¢ reR).
T4 1 0
()
T 29/14 29/7
5/14 5/7
zz = /0 t+ { ty  (t1,t2 €R).
T4 1 0
(2)
il 5/2 —3/2
x 0 0
xz = o |tat| | |2 @t reR).
T4 1 0

(h) T :$2:l‘3:3§‘4:0.
4.43. Feladat. Oldja meg az alabbi inhomogén lineéris egyenletrendszereket!
Amennyiben megoldhaté az egyenletrendszer, akkor adjon meg bézist a
megoldasként adédé linedris sokaséag iranyterében.

(a) Tot+2x3— 14 = 1 (b) 1 + 23+ T4 = 2
31+ To+ 34214 = 2 r1+ X9 + x4= 9
Tr1—2x0+ T3+ x4 = 3 —3x1—2x9+ x3—224 =—19

2x1+3ro+3x3+4ry = 28

() —x1+2x9 4+ x4= 0 (d) r1+3r9—2x3+4rs = 2
3r1+2x9+ T3 = 2
3x1+2z9+ x3 =
—2x9— x3+2x4 =—1
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(e) r1+2x9+3x3 =1 (f)  3zi+4xo+ w3+2x4 = 3

—r1— To+2x3 =1 T1+ To— T3— T4 =—3
3x1—2x9+ T3+ x4 =
414229+ x3+3x4 = 2

(9) —x142z9+ 234324 =—1 (h)  2z14+ x9+ x3+3x4 =
221 + x3 = 4 T +2x3+ 4= 0
201+ xo+ x3+ x4 = 2 —2x9—3x3+ x4 =—4
—r1—2x9 + 4= 3
Megoldds.
(a) A feladatot Gauss-féle eliminécioval oldjuk meg, a kib&vitett matrixszal
dolgozunk:
0O 1 2 —-1|1 1 -2 1 113 1 -2 1 113
3 1 1 2|2|~(3 1 1 2(2|]~10 7 =2 —1|-7
1 -2 1 1|3 o 1 2 —-1|1 0 1 2 -1 1
1 -2 1 1|3 1 -2 1 11 3
~ 0o 1 2 —-1l1]~10 1 2 -1 1
o 7 -2 -1/-7 0 0 —-16 6/|—14

Az eredeti egyenletrendszerrel ekvivalens tehéat a kovetkezd:

r1—2x9+ X3+ 4= 3
To+ 23— 4= 1
—16x3+6x4 =—14
Az x3 és x4 vektorok koziil az egyiket tetszdlegesen megvalasztva a mésik
értéke egyértelmien adodik. Legyen példaul x4 = t € R. Ekkor x3 =
7/8 + §t, 9 = —3/4+ it ésxy =5/8 — %t. Igy a megoldés

8
T 5/8 —-1/8
x| | —3/4 1/4
e | T | 78 + 3/8 t (t € R).
T4 0 1

Ebbdl lathato, hogy a megoldéshalmaz altal alkotott linearis sokasag
irAnytere 1 dimenzios, melynek egy bazisa a (—1/8,1/4,3/8,1) vektor.
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1 0 1 1] 2 1 0 1 1] 2

1 1 0 1] 9 0 1 -1 0|7

-3 —2 1 —2/-19 0 -2 4 1|/-13

2 3 3 4] 28 0 3 1 2|2

10 1 1|2 10 1 1/2

01 -1 0|7 01 -1 0|7
“1loo 2 11|~ lo o0 2 1|1

00 4 2|3 00 0 ot

Tehat az eredeti egyenletrendszerrel ekvivalens a kovetkezd:

1 4+ x3+x4 = 2

To— I3 =7
2r3+xy = 1
0=1

Lathato, hogy az egyenletrendszer ellentmondéasos, tehat nincs megol-
déasa.

()

-1 2 o0 1o 1 2 o0 1o
3 2 1 02 0 8 1 32
3 3 1 211|710 9 1 51
0 -2 -1 2[-1 0 -2 -1 2/-1
-1 2 0 1]0 12 0 1]l o0
0 8 1 3|2 0 8 1 3| 2
~ 0 72 8 408 |7 0o 0 -1 13 -10
0 -8 —4 8|-4 0 0 -3 11| -2
12 0 1]o0
0 8 1 3|2
~ 0 0 —1 13]-10

0 0 0 -—28f 28
Tehat az eredeti egyenletrendszerrel ekvivalens a kovetkezs:
—x1+2x2 + xz4= 0
8rot+r3+ 3r4 = 2
—x3+13x4 =—10
—28x4 = 28
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Ebbdl lathato, hogy x4 = —1, 3 = =3, z0 = 1 és 1 = 1, igy az
egyenletrendszer hatarozott, ezért az irdnytér nulla dimenzios. Tehat a
megoldas:

il 1

T . 1

I3 o -3

Ty -1

(d) A megoldas hipersik (hipersiknak nevezziik egy n dimenzios vektortér
azon lineéaris sokasagait, melyek irdnytere n — 1 dimenzios):

xl 2 —4 2 -3
T 0 0 0 1
$:2>, =lol*1 o ot |||t t 0 t3  (t1,t2,t3 € R)
Ty 0 1 0 0
(e)
I O
) o 1/7
I3 B —3/7
Tq 5/7
()
T —15 6 5
s | Tl o | Tlo |1 |
T4 0 1 0
(2)
x1 1/3 1/3
) - -2 -1
e | = 1073 T 23| T
Ty 0 1

(h) 1 = —33/8, x9 =5/3, x3 = 23/24 és x4 = 53/24.
4.44. Feladat. Milyen « és 3 szamok esetén lesznek megoldhatéak illetve
hatérozottak az alabbi egyenletrendszerek?

(a) xi+azetaxst+ fry= 2 (b) 2x1+3Bv2+2ax3 = 2
axo+Prs+ ary =—1 —azi+ Pro+ frz =—1
—r1 +Bx3+20ry =2 2 + w3= 1

Megoldds.
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(a) A feladatot Gauss-féle eliminacioval oldjuk meg.

1 a a [ 2 1 « Q Gl 2

0 a B a«a|-1 ~ 0 « I} al—1

-1 0 B8 28|-2 0 a a+p 360
1 a « 15}

~ 0 a O a |—1

0 0 a 36—qa| 1

Tehat az eredeti egyenletrendszerrel ekvivalens a kovetkezs:

r1tazret+axrs+ Bry = 2

aze+Pr3+ ary =—1

arz3+(30 —a)ry = 1
Lathato, hogy o = 3 = 0 esetén a feladat ellentmondésos. Minden mas
esetben a feladat megoldhaté. Ha o = 0, akkor az xo, ha pedig a # 0,

akkor az x4, valtozo szabadon valaszthatd. Tehat az egyenletrendszer
semmilyen « és 3 érték esetén sem lehet hatarozott.

2 30 2al 2 1 0 171
a B pB|l-1|~|la B p[|-1
1 0 171 2 30 2al 2
1 0 1 1 1 0 1 1
~ 0 8 pB—al-1—-z|~|0 0 08—« —1—=x
0 38 2a—2| 0 0 0 ba—38—2|-3—3zx

Tehat az eredeti egyenletrendszerrel ekvivalens a kovetkezs:

I + I3 = 1
Bra+ B-—a)rzz= —-1—a
(ba — 30 —2)xz =—3 — 3«

Ha 5a — 36 = 2 és a # 1, akkor az egyenletrendszer ellentmondéasos,
minden mas esetben megoldhato.

Mivel az egyenletrendszeriinkben 3 ismeretlen és 3 egyenlet van, igy a
Cramer-szabaly alapjan pontosan akkor hatarozott, ha az alapmatrix
determinansa nem nulla. Az 1j egyenletrendszeriink alapmétrixanak
determinansa (5a—35—2)0, igy 8 # 0 és 5a—3(3 # 2 esetén hatarozott,
azaz egyértelmd a megoldésa.
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4.45. Feladat. Oldja meg Cramer-szaballyal az alabbi egyenleteket:

(a) r1+2x9— 13 =—1 (b) T1— Ty = 1
2014+ xo+3r3 = -2 2x1—3x9+ 3= 3
1+ To+2x3 =—3 201— xo— x3= 1
(¢) x1—6x2 = 0 (d) —z14+2x9+ 23 =-2
211 + x3= 1 2r9+ 3= 3
To+3x3 = 2 dx14+3x0+22x3 = 4
(e) To+2x3+ x4 =—1 (f) —zi4+2x9+3x3+ 4y =—1
3x1+2x90+ x3— 4xy = 0 203+ x4 = 0
r1— Tot+2x3+ 4= 2 3x14+2x0+ x3— 314 = 2
203+ x4 =—-2 14274 =—2
Megoldads.
(a) Jeloljik A-val az alapmatrixot. Ekkor
1 2 -1 -1 2 -1
|Al=12 1 3|=-4 di=1|-2 1 3|=-10
1 1 2 -3 1 2
1 -1 -1 1 2 -1
do=12 -2 3|=10 dz3=12 1 =-2/=6
1 -3 2 11 -3
Tehat a megoldéas: z; = |(171| = __15 = g, To = |(f:| = 1—3 = 2
ds 6 3
T3 = W === "3

(b) A Cramer-szabaly nem alkalmazhato, mert az alapmatrix determinansa

nem nulla.
(c) x1 =6/35, x2 = 1/35 és x3 = 23/35.
(d) 1 =5, x9 =22 és x3 = —41.
(e) x1 =41/21, x9 =1, x3 = —37/21 és x4 = 32/21.
(f) 21 =—-27/4, 29 =19/8, 3 =5/2 és x4 = —5.
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